FMC2, 2024.1 Prova IEA.1
(Turma T12 do Thanos) (points: 28; bonus: 0°; time: 48’)

Nome: Odvoc Gabarito

2024-04-05

Regras:
I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celtilar, tablet,notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(x) = —Passar(x, FMC2)].2
VI. Responda dentro das caixassindicadas.
VII. Escreva teu nome em cadafolha de rascunho extra antes de usd-la.
VIII. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.
IX. Provas violando as restrigoes de escolha nao serao corrigidas (tirardo 0 pontos).

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.



(14) A Escolha um dos A1, A2.

(8) A1l. Seja G grupo. Demonstre: (Va,c) (3!t)[at = c].
(14) A2. Seja (*) : a X a — « operagao bindria, associativa e com identidade e.
Demonstre que (1) = (Tr), onde (T1), (Tr) : @ X N — « definidas recursivamente pelas:

afr,L0=e afr0=c¢e
aty,(n+1)=(atLn)*a atr (n+1)=ax(aTrn).

DEMONSTRAGAO DE (AMBAS) .

A1l. Sejam a,c € G. Existéncia: Calculamos: PASSO INDUTIVO: Seja k € N, tal que k > 2 e:
a(a™c) = (aa™)e ass.
(@7c) = (aa™) (ees.) ot (k-1 =atn(k—1)  (HI)
- (invL) o (k—2)=atr (k—2) (HI2)
—¢ (idR) el B '

Precisamos demonstrar que a 11, k = a TR k.

Unicidade: Seja t tal que at = c. Calculamos:
Basta demonstrar que t = a~'¢c. Calculamos:

a e =a""(at) (escolha de x) otk i (ate (l;;_ 11)) e (gIL 2)
= (a"ta)t (ass) (@tr(k=1)xa (HIL)
e - @ @in (k=20 ((1r):2)
_, (i) =ax*((aTr (k—2))*a) (G.ass)
=ax((aly (k—=2))*a) (HI2)
A2. Sejam a : a,n : N. Por indugao no n. =ax*(aty (k—1)) ((10)-2)
BASES n :=0,1: Temos —ax(atr (k- 1)) (HI1)
al,0=e=a1r0; =alrk ((Tr)-2)
aft,l=(atL0)a=ea=a=ae=alaTr0)=aTr 1.
(14) B Escolha um dos B1, B2.

(8) B1. Seja G grupo. Sejam Hy, Hy subgrupos de §. Demonstre: H; N Hy < G.
(14) B2. Seja G grupo. Seja . uma familia de subgrupos de G.*> Demonstre: (¢ < G.

DEMONSTRAGAO DE (AMBAS) .

B2. Parte (). ¢é id-fechado: Parte (.27 ¢ inv-fechado:
e pertence a todos os membros da 7 (pois todos Seja a € [ F, ou seja a pertence a todos os mem-
sao subgrupos), logo e € (7. bros de JZ.

Para mostrar a~! € (., basta mostrar que a~!
Parte (% é op-fechado: pertence a um arbitrario membro da JZ.
Sejam a,b € (.7, ou seja a pertence a todos os Seja H € 7. Pela escolha do a temos que a € H.
membros de J# e similarmente sobre o b. Como H < G, logo ¢ inv-fechado, e logo g~1 € H.

Para mostrar ab € () 5, basta mostrar que ab per-
tence a um arbitrario membro da 7.
Seja H € 7. Pela escolha do a temos que a € H, e B1l. Caso especial do B2 com 7 = {H;, H>}.

similarmente b € H. (Para demonstrar em forma direta, basta substituir
Como H < G, logo H é op-fechado, e logo ab € H. o ()5 por Hy N Hs e frases como «(todos) os mem-
Logo ab € 7. bros da s» por «Hy, Ha».)

S6 isso mesmo.

3Considere que o tipo dos membros de J# é Set G.
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