FMC2, 2022.2 Prova 3.2

(Turma T56 do Thanos) (points: 52; bonus: 8’; time: 64’)
Nome: Odvoc Gabarito
2022-12-16
Regras:
I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicagao de qualquer forma e'para qualguer motivo.
V. (Vz)[Colar(r) = —Passar(z, FMC2)].?
VI. Responda dentro das caixas indicadas.
VII. Escreva teu nome em cada folha de rascunho extra antes de usd-la.
VIII. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.
IX. Os pontos bonus saesconsiderados apenas para quem consegue ser aprovado sem eles e
tem pelo menos 50 pontosima mesma unidade. Sao transferiveis para outras unidades
com pelo meneos 50 pofitos também.3
X. Escolha até 2 dos. R, C,L,B.*

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bonus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



26 R

Responda em até uma das:

(26) R1. Sejam A, B aneis e homomorfismo ¢ : A — B.

Demonstre que o kero = {a € A | ¢ a=0p} ¢ um ideal do A.
DEMONSTRACAO.

Habitado: como 04 = 0p, logo 04 € ker .
Subtraigao-fechado: Sejam k, k" € ker p. Calculamos:

ok —K) = pk —pk' =05 — 05 = 0p.
Absorve multiplicagad: Seja a € A e k € ker p. Calculamos:
p(ak) = (pa)(pk) = (pa)0p = 0p.

Similarmente p(ka) = 0p.

(26) R2. Dado um anel R e um ideal I < R, mostre como definir o anel quociente e verifique o
que precisa ser verificado.
RESPOSTA.

Como I ¢ um subgrupo normal de R, aproveitamos a construcao, tendo ja o conjunto
R/I= {I+a | a€ R} como o grupo quociente da parte aditiva de R sobre o I. Pre-
cisamos definir multiplicagao que definimos na maneira 6bvia:

(I+a)(I+b) =1+ ab.

Para verificar que assim a multiplicacao é bem definida mesmo, sejam a,a’,b, b’ € R tais
que
I+a=1+4+d & I+b=T1+V.

Precisamos demonstrar I +ab = I+ a’l/. Sejai € I. Assim i+ ab é um arbitrario membro
do I+ ab e basta mostrar que ele pretence ao I +a'b’ também. (A outra diregao é similar.)

i+ (i +a) iy + V) =i+ i4dp +dip+ab €I +adb

A verificacao das leis de anel é rotina.




(26 + &)

C

Suponha que teu leitor conhece apenas o que é uma categoria; nenhum outro conceito relevante.

C1. Defina as nogoes de produto e de terminal numa categoria C.
DEFINICAO.

Um objeto 1 é chamado terminal se para todo objeto A, outl outr

existe unica flecha ! : A — 1.
outl outr
Dados objetos A, B, dizemos que A «+— P —— B é um \ /
produto dos A, B sse existe tnica flecha que faz o diagrama
no lado comutar:

C2. Enuncie e demonstre a unicidade de produtos em categorias. . .
.e que terminais sao identidades para os produtos.
ENUNCIADO.

Seja flecha f : A — B. Chamamos f de iso sse existe flecha g : A <— B tal que gf = 14
e fg = 1p. Sejam categoria C e objetos A, B, P, P’ tais que P, P’ sao produtos dos A, B.
Logo P, P' sao isomorfos, ou seja: existe flecha iso f : P — P’. Em qualquer categoria C
com produtos e objeto terminal, o produto A x 1 é isomorfo ao proprio A.

DEMONSTRACAO.
Por diagram chasing!™ Por diagram chasing!™
Considere a configuracao seguinte: Temos a configuracao seguinte:
outl A X 1 _outr, outr
(% Yr
outl outr
‘ Afirmacdo: a !l : A — A x 1 realmente é iso.
outl \_ outr A comutatividade do diagrama ja oferece a parte
outlo! = 1,4. Basta verificar que ! o outl = 1 4x1:

oufl A >< 1 _outr, outr

Como P produto dos A, B, é garantida a 5. E como

P’ produto dos A, B, & garantida a !;. Afirmacao: outl
Iy é iso. Vou verificar que !; é seu inverso. Temos

lyoly : P — P, mas o P sendo produto garanta

Gnica seta que faz o diagrama comutar, e a iden-

tidade 1p : P — P também o faz comutar, logo

lyoly = 1p. Similarmente, !{0l5.




26) L
Responda em até uma das:
(26) L1. Seja L reticulado. Demonstre:

(Vz,y,z) [cA(yVz)=(xAy)V(zAz2)] <= Vz,y,2)[zV(yAnz)=(zVy A(zVz)].

DEMONSTRACAO.
Sejam x,y, 2z € L. Calculamos:

(xVy)AN(xVz)=(zVy Az)V((zVy)Az) (pela hipotese)
=z V((zVy)Az) (abs)
=z V(zA(zVy)) (com)
=zV((zAx)V(2AY)) (pela hipotese)
=@V (zAz)V(zAY) (ass)
=z V(zAY) (abs)
=xV(yAz). (com)

(26) L2. Seja L reticulado distributivo. Demonstre:
chez=cANy & cVr=cVy = x=y.
DEMONSTRACAO.
Sejam ¢, z,y € L tais que cAxz =cAy D ecVa=cVy ?. Calculamos:
r=xzA(cVx) (abs
—2A(eVy) (pela (2))
(xAc)V(zAy) (dist)
=(cAhz)V(xAy) (com)
= (cAy)V(zAy) (pela (1))
=(cVa)Ay (dist)
=(cVy) Ny (pela (2))
=yA(yVe) (com)
=yA(cVy) (com)
=y. (abs)




26) B

Consideramos aqui algebras booleanas com complementos unarios.

(8) B1. Defina o que significa que duas algebras booleanas sao homomorficas e o que isomoérficas
para um leitor que nunca viu essas nogoes na vida.
DEFINICOES.

Sejam A = (A ; Va,A4,04,14,4),B = (B ; Vp,Ap,0p,15,8) algebras booleanas e
¢ : A — B. Dizemos que ¢ ¢ um homomorfismo sse:

(04) = 0p p(zVay) = oz Vi ey p(z") = (px)”
p(la) =15 p(x Apy) = x Ap Y.
Dizemos que ¢ é um isomorfismo sse existe homomorfismo ¢’ tal que @' = idy e ' =

idp. Finalmente, A, B sdo homomorficos (isomorficos) sse existe homorfismo (isomorfismo)

de A para B.

(18) B2. Enuncie e demonstre um critério de homomorfismo entre algebras booleanas (basta ser
pelo menos pouco «mais barato» que a definichio—mnao procure achar o mais barato possivel!)
ENUNCIADO.

Sejam A, B algebras booleanas e ¢ : A — B tal que as primeiras duas colunas acima sao
satisfeitas. Logo ¢ é um homomorfismo.

DEMONSTRACAO.

Basta demonstrar que ¢ respeita os complementos, ou seja, que para todo a € A, p(a) =
(pa)®. Seja a € A. Temos:

TAsT =0y TVaTh =1y
e aplicando a ¢ em ambos os lados obtemos
o(x Agx™) = 04 o(x Vaz™) = pla.
Pelas hipoteses que temos sobre ¢ chegamos em:

wxr A p(z) = 0p o Vg p(z™) = 1p.

Pela L2 com c := gz, 7 := p(2), y := (px)”, temos a desejada ¢(2") = (px)”®.

S6 isso mesmo.



