FMC1, 2022.1 Prova 2.3
(Turma N12 do Thanos) (points: 58; bonus: 0°; time: 90”)

Nome: Odvoc Gabarito

2022-06-27
Regras:
I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebgok, etc.)i!
IV. Nenhuma comunicagao de qualquer forma e para qualquer metivo.
V. (Vz)[Colar(x) = —Passar(x, FMC1)].2
VI. Responda dentro das caixas indicadas.

VII. Nenhuma prova sera aceita depois do fim de'tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.
VIII. Escolhe até 2 dos K,L,M,N.?

Definimos os tipos de dados:

data Nat where data List o where data Tree o [ where
O : Nat Empty : List o Leaf : v — Tree a 3
S:Nat — Nat Cons : ap—List & — List « Node : § — List (Tree a ) — Tree a

Usamos o agucar sintactieo.(:) parayo Cons, ao qual atribuimos associatividade (sintactica)
direita; também usamos [ para‘esEmpty.

Definimos as operacoes

(+):Nat — Nat = Nat ~ (-):Nat — Nat — Nat (") : Nat — Nat — Nat
n+ 0 =m n-0=0 n"0=50
n+Sm=S(n+m) n-Sm=n+n-m n"Sm=n-n"m

e atribuimos em ambas associatividade (sintéctica) esquerda. Atribuimos também precedéncia
(sintactica) de alta para baixa nesta ordem: ("), (-), (+).

Como referir as equagoes. Para referir a n-ésima equagao duma definicao recursiva duma
fungao f, use o rétulo «(f.n)». Por exemplo, a segunda equagao da (+), refere por «(+4).2».
Esclarecimento. Suas demonstragoes/refuta¢oes precisam ser escritas em portugués mateméatico
(linguagem “mid-level” que temos elaborado nas aulas).

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.
3Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



16) J
Defina recursivamente as fungoes:

length : List @« — Nat
(4) : List o — List a — List «
replicate: Nat — o — List «
insertAt : Nat = a — List a — List «

levando em consideracao os exemplos de uso no quadro.
Podes usar as abreviagoes: len, rep, ins.
DEFINICOES.

len: List « — Nat
len[]=0

len (z:2s) =S (len xs)

(+) : List @« — List @ — List «
[+ ys = ys
(x:xs) H ys = x: (zs H ys)

rep: Nat - a — List «
rep O z =[]

rep (Sn)x =x:repnx

ins: Nat — o — List &« — List «
insOtas=t:uxs
insnt[|=]]

ins (Sn)t (x:xs) =z :insnt xs




® K

Demonstre:
(Va,z,y:Nat)[a” (z+y)=a"z-a"y]

Considere dadas as: associatividades e comutatividades de ambas as (+), (+), e a distributivi-
dade de (-) sobre (+).
DEMONSTRAGAO.

Sejam a, x,y : Nat.
Por indugao no y.
BASE: (Va) (Vz) [ =a” - a®].

Calculamos:
ax—l—O —a® ((+)1)
— 4SO ((+)-1dR)
:aa:_ao' ((A).le)

PASSO INDUTIVO. Seja k € N tal que
a™h = a” - o (H.I)

Basta demonstrar que

ax+5k —a® - CLSk.

Queremos demonstrar a*+t5F = ¢ - ¢°*. Calculamos:
QT Sk — o Sla+k) (+).2)
=a-a*t* (").2)
—a".q ((+)-com)
(a®-a") - a (H.I)
a® - (a* - a (assoc. da (+))
=a®-a°*, (M).29)




14) L
Demonstre:
(Vas : List ) (Vys : List ) [ length (zs H ys) = length zs + length ys|.

DEMONSTRACAO.

Sejam xs, ys : List a.
Por indugao no zs.

BASE.
len ([] H# ys) = len ys ((#).1)
=1lenys+ O ((+).17)
= 0O + len ys ((+)-com)
= len [| + len ys. (len.1)

Passo INDUTIVO.
Seja s : List « tal que len (zs + ys) = len zs + len ys.
Preciso demonstrar que para todo x : a,

len ((z:xs) +# ys) = len (x: xs) + len ys.
Calculamos:

len ((x:zs) H ys) = len (x: (zs H ys)) (
=S (len (zs H ys)) (
=S (len zs + len ys) (H.
=S (len zs) + len ys (
= len (x:xs) + len ys (




14 M
Demonstre:
(Vo :a)(Vf:a— B)(¥n:Nat)|[replicate n (f x) =map f (replicate n )]

DEMONSTRACAO.

Sejam x: «, f:a — (B, n:Nat.
Por indugao no n.

BASE.
rep O (f z) =[] (rep.1)
= map [ [] (map.1)
=map f (rep O x) (rep.1)

PAssO INDUTIVO.
Seja n : Nat tal que rep n (f x) =map f (rep n z).

rep (Sn) (f x) = (f x) :repn (f z) (rep.2)
= (fx):map f (repn z) (H.I)
=map f (x:repn x) (map.2)




28) N
Demonstre:
(Ve : List @) (Vu:a) (Yv:a)(Vn:Nat) [insnu (insnv ¢) = ins (Sn) v (insnu () ].

DEMONSTRACAO.

Sejam u, v : a.

Por indugao no /.

A BASE ja é o Lemma-Ins-Empty.
PAsso INDUTIVO.

Seja ws : List a tal que

(Vn:Nat)[ins nu (ins nv xs) = ins (S n) v (ins n u zs)]. (HI)
Vou demonstrar que
(Vz:a)(Vn:Nat)[insnu (insnov (z:xs)) = ins (Sn) v (insnu (x: xs))].
Sejam x : «, n : Nat.
Caso n := O: segue pelo Lemma-Ins-Zero com u,v :=u,v e { :=x : xs.

Caso n := Sn/ para algum n’ : Nat:

ins (Sn) u (ins (Sn') v (x : xs)) = ins (Sn') u (2 : ins n’ v xs) (ins.3)
=z :ins n' u (ins n’ v 1s) (ins.3)
=z :ins (Sn’) v (ins n' u xs) (HI com n :=n)
= ins (SSn) v (x: ins n’ u xs) (ins.3)
= ins (SSn') v (ins (Sn') w (2 : zs)). (ins.3)

Teaser. Em FM(C2, veremos uma maneira mais simples e menos burocratica de organizar
essa mesma demonstacao, em apenas os 3 célculos necesséarios, que correspondem direta-
mente as 3 equagcoes usadas na definicao de ins.

S6 isso mesmo.



LEMMATA

Lemma-(+)-IdR.
(Vz : Nat) [z - SO =z ].

DEMONSTRACAO.
Seja x : Nat.
Calculamos:
2-SO=x2+2-0
=x+0

=X

Lemma-(+)-Succ.
(Vz,y :Nat) [S(z+y) =Sz +y].

DEMONSTRACAO.
Sejam x,y : Nat.
Calculamos:

S(z+vy)=Sy+x)

=Sz +y.

Lemma-Ins-Zero.

((+)-com)
((+)-29)
((+)-com)

(Vu,v:a) (V0 Lista) [ins O u (ins O v ¢) = ins (SO) v (ins O wu {)].

DEMONSTRACAO.
Sejam u, v : «, £: List a.
Calculamos:

ins Ou (insOv/¢) =u:ins O v ¥

ins (SO) v (ins O u £) = ins (SO) v (u : ¢)

=qu:ins O v/

Lemma-Ins-Empty.

(ins.1)
(ins.1)
(ins.3)

(Vu,v:a) (Yn:Nat)[insnu (insnwv []) =ins (Sn)v (insnu [])].

DEMONSTRACAO.
Sejam wu, v : «, n: Nat.
Calculamos:

insnu (insnwv []) =insnu []

=1

ins (Sn) v (insnu []) = ins (Sn) v []

=1




