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Regras e esclarecimentos.

(1)

(2)
3)

Podes citar como lemma (sem demonstrar) apenas: (i) teoremas que sdo demonstrados no fmcbook;
(ii) teoremas que demonstramos na Ul no NNG.

Nenhuma outra consulta ou colaboracdo é permitida.

Todo o Problem Set esta no mundo dos naturais; ndo dos inteiros! Isso tem uma conseqiiéncia boa e uma
ruim: (i) Podes citar como lemma gratuito (sem demonstrar) qualquer teorema que ja demonstramos
na Ul (incluindo os teoremas do NNG). (ii) Nao podes usar operagdes e relagdes de inteiros. Por
exemplo, ndo podes usar subtracido: se na tua prova aparecer uma expressio que envolve subtracao,
seria um type error e tua demonstragéo sequer compilaria!

O E1 precisa ser resolvido por indugéo, e o E2 por recursao.

O E1 possui duas partes: existéncia (E1E) e unicidade (E1U). (i) Para a existéncia é obrigatorio
usar indugdo (em forma essencial). (ii) Para a unicidade ndo—mas a verdade é que aqui o uso de
indugéo sera provavelmente escondido nas demonstragdes de lemmas citados-e-ja-demonstrados e nédo
explicitamente exposto no texto da tua demonstracéao.



(64 pts)

Problema E1.
Demonstre por induc¢do o teorema da divisdo de Euclides para naturais: para quaisquer naturais a,b com
b # 0, existem tinicos naturais q,r tais que: (i) a = bq+ r; (i) r < b.

Existéncia.

Seja b £ 0 e logo seja b’ o predecessor de b: b= Sb. Por indugio no a.

BASE. Imediato pois 0=0-0+0 e 0 < b. Ou seja, temos quociente 0 e resto 0.
PASSO INDUTIVO. Seja a tal que

(H.I) existem ¢, r tais que a = bg+1r & r < b
e logo sejam qq, 7, tais naturais: a = bga+74 (V) & 74 < b ?). Pela (1), temos Sa = S(bga+74) = bga+Sr, ).

Pela (2), 1, < V. Logo rq = ou r, < b'. Separamos em casos:
CAso r, = b'. Calculamos:

Sa = bg, + Srq (pela (3))
= bqq + SV’ (hipotese do caso)
=bga +0 (pela escolha do b')
=05¢a (pela (a2)*)
= bSqq +0.

Neste caso entdo, o quociente é o Sq, e o resto o 0.
CASO 1, < b'. Aqui temos Sr, < SV = b e logo a (3) ja nos fornece os naturais que precisamos: o quociente
é 0 q, e oresto o Sr,. |

Unicidade.
Sejam a, b, q1,71,q2, T2 com b # 0 tais que bgy +71 = a = bga +72 V) & 71,79 < b. Ja que < é total, suponha
sem perda de generalidade que q; < ¢2. Logo seja d tal que ¢ +d = g2 *). Calculamos:

bqi + 11 = bgz + 12 (pela (1))
=b(g1 +d)+re (pela escolha de d)
= (bg1 + bd) + 72
= bg1 + (bd + 72).

Cancelando os bg; temos
T = bd+T2. (3)
Separamos em casos sobre o d:

CAsO d = 0. Substituindo d := 0 nas (2) e (3) obtemos g; = g2 e r; = 79 respectivamente.
CaAso d = Sd’ PARA ALGUM d'. Calculamos:

ry =bd + ry
=bSd + 1y (pela escolha de d')
= (bd' +b) + 1o
=b+ (bd' +12).

Logo b < ry e portanto este caso é impossivel, ja que r; < b. |



(16° pts)

Problema E2.
Define recursivamente as fungbes rem e quot nos naturais. Considere que seu segundo argumento necessari-
amente tera a forma Sb para algum natural b. Exemplos de “input—output:

quot(18,3) = 6 quot(13,5) = 2 quot(7,12) =0
rem(18,3) =0 rem(13,5) = 3 rem(7,12) = 7.

Resposta.

A definigdo por recursdo vem diretamente da demonstracido por indugdo no E1 onde estabelecemos a exis-
téncia do quociente e do resto, os construindo. Optei para usar Sb’ para o segundo argumento das fungdes
aqui pois assim a ligacdo com o E1 fica mais aparente ainda.

Definimos:
quot(0,Sb') =0 rem(0, Sb’) =0
/ Sqa, se gy = b/, se re, = b/,
quot(Sa, St") {Qa, sy < b rem(Sa, Sb') S?"a, se . < bs

qa = quot(a, Sb")

de:
onde ro = rem(a, Sb').
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(36 pts) Problema F.
Definimos a seqiiéncia dos nimeros Fibonacci pelas

Fy=0 Fgo=1 Fgsn = Fgp + Fy.
Demonstre que para quaisquer m,n € N,

FS(m+n) = FsmFsn + FinFly.

Demonstracao.
Por inducao no m.

Basg: (Vn € N)[F5(0+n) = FsoFsn + FOFH] Seja n € N. Calculamos:

FsoFsp + FoFy, =1-Fg, +0-F,

= FSn
= Fs(04n)
PASSO INDUTIVO. Seja w tal que
(HI) (Vt S N)[Fs(w+t) = FSwFSt+FwFt].

Vamos demonstrar que
(Vn € N)[ Fs(sw+n) = FsswFsn + FswFn .

Seja n € N. Calculamos:

FsswFsn + FswFy, = (Fsy + Fuy)Fsn + FswFy (def. de Fssuw)
= (Fswlsn + FuFsn) + FsuwFy
= FgwFg, + (Fwan + stFn)
= FswFsn + (FswFy + FyuFsy)
= (Fswlsn + Fswln) + FuyFsy
= Fsw(Fsn + F,) + FyFsy
= FswFssn + FyFsn (def. de Fsgy,)
= Fs(w+sn) (H.I. com ¢ := Sn)

= FS(Sw+n)-



