FMC2, 2018.1 Prova 2.1
(Turma N12 do Thanos) (points: 156; bonus: 0°; time: 60°)

Nome: Odvoc Gabarito

11/06/2018

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: célulargtablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. Vz(Colar(z) — —Passar(z, FMC2)).2
VI. Use caneta para tuas respostas.
VII. Responda dentro das caixas indicadas.
VIII. Escreva teu nome em cada*folha de rascunho extra antes de usd-la.
IX. Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.
X. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do tempo!
3

XI. Os pontos bonus sao considerados apenas para quem consiga passar sem.

XII. Responda em até 2 dos A,B,C,D.E F.*

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bénus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas com respostas em mais que trés problemas nao serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



Lembram-se:

Definigao 1 (grupo; grupo abeliano). Um conjunto estruturado § = (G ; e, ) é um grupo
sse:

(Va,b e G)[axbe G] (GO)
(Va,b,c € G)[ax (bxc) = (axb)*c]| (G1)
Vae@)[exa=a=axe] (G2)
VMaeG)(Fyel@)|yxa=e=axy] (G3)

Se G satisfaz as (G0)—(G3) em cima e a
(Va,be G)[axb=0bxa] (G4)

chamamos o § grupo abeliano. Denotamos o inverso de a € G garantido pela (G3) com a~!

ou (—a), dependendo se usamos notagao multiplicativa ou aditiva para o grupo.

Definicao 2. Sejam G grupo g € G, e A, B C G. Definimos

gA = {ga|ac A} AB={abla€ A, be B} ...ete.

Defini¢ao 3 (subgrupo). Seja G grupo e H C G. O H é um subgrupo de G (escrevemos
H < @) sse H forma um grupo com a mesma operagao (restrita no H x H).

Definigao 4 (conjugagao). Seja G grupo e a,b € G. Chamamos o b conjugado de a sse
existe g € G tal que
a=gbgt.

Defini¢ao 5 (subgrupo normal). Um subgrupo N < G é subgrupo normal de G sse

def

N G <= N é fechado pelos conjugados
<= paratodon € Nege G, gng ' € N
<= para todo g € G, gN = Ng

Defini¢ao 6 (homomorfismo de grupo). Um homomorfismo ¢ do grupo (A ; ea,-4) para
o grupo (B ; ep,-p) € uma fungao ¢ : A — B tal que:

(i) para todo z,y € A, @(z -4 y) = ¢(x) -5 ¢(y);
(i) p(ea) = es;
(i) para todo z € A, p(z™1) = (p(z)) "
Defini¢ao 7 (kernel). Sejam A e B grupos e ¢ homomorfismo de A para B. Definimos

kerp = {x € A| p(z) =ep}.

Boas provas!



28) A

Seja G grupo e ) # H C G. tal que para todo a,b € H, ab~* € H. Prove que H < G.
PRrROVA.

Como H # ), tome h € H. Pela hipotese, hh™' € H, ou seja e € H. Como e, h € H, de
novo pela hipotese temos eh™' € H, ou seja h™' € H. Temos entdo que o H é fechado
pelos inversos.

Basta provar que ¢é fechado pela operacao de G também: tomando a,b € H, ganhamos
a,b=! € H, entao pela hipotese a(b’l)_l € H, ou seja, ab € H.




32) B

Prove “from scratch” (usando apenas os (G0)—(G3)) a unicidade de inversos nos grupos.
-1epnfe 0} ered (SOLIRIPOULIONIT SOPBINSHI) RIRUIUIQ] IeA0Id 9pOJ ‘edI(T

PROVA.

UNICIDADE DE IDENTIDADE. Suponha e, ¢’ identidades. Logo temos ee’ = e (pois €’
identidade) e tambem ee’ = ¢’ (pois e identidade). Logo e = €.

CANCELAMENTO PELA ESQUERDA (GCL): ax =ay = z =y
Suponha ar = ay e seja @’ um inverso de a (pela G3). Logo temos:

d'(ar) = d'(ay)

Pelassociatividade agora temos
(d'a)r = (d'a)y

mas pela definicao de @/, a’a = e, ou seja, ex = ey, e pela definicao de e, x = .

UNICIDADE DE INVERSOS. Seja a € G e d/,d” inversos de a. Logo temos

ad' = e = aad”

e pela (GCL) ganhamos o desejado ' = a”.




38) C

Definigao. Um mondide é um conjunto estruturado M = (M ; -, €) que satisfaz as (GO)—(G2).
Uma funcao ¢ : A — B entre mondides é um homomorfismo sse ¢ respeita a estrutura:

(i) para todo z,y € A, p(x-4y) = ©(x) -B ©(Y);

(i) p(ea) = es;

Teorema. Sejam M, N mondides e ¢ : M —» N funcao sobrejetora tal que respeita a operagao:

para todo z,y € M, ¢(z -y y) = o(z) -~ d(y)

Entao ¢ é um homomorfismo.

PROVA.

Precisamos provar que gb(éj\,j) = €N, Ou seja, que para todo n € N,
n-nN QS(E]w) =n = ¢(6M') ‘N .

Seja n € N. Logo n = ¢(m) para algum m € M. Calculamos:

n-n ¢ler) = d(m) v d(em) (pela escolha do m)
= ¢(m -y eur) (¢ homo (oper.))
= ¢(m) (pela (G2))
=n (pela escolha do m)

Similarmente, n = ¢(epr) -n N




(46)

(23)

(23)

D

Sejam A e B grupos e ¢ : A — B homomorfismo.

D1. kerp <A
PROVA.

Observe primeiramente que ker ¢ # (), pois e4 € ker p (pois ¢ homomorfismo). E como
() # ker ¢ C A basta mostrar que:

ker ¢ FECHADO PELA OPERAGAO DE A: ker ¢ FECHADO PELOS INVEROS:
Tome z,y € kery. Queremos provar que Tome z € ker . Basta provar ¢(z7!) = ¢
xy € ker ¢, ou seja, que p(zy) = ep. Facil:  Temos:

p(ry) = p()e(y)  (p homo) p(z7!) = (¢(x))""  (propr. de homo)
= epep (x,y € ker @) —ep ! (x € ker )
=ep (G2) =ep (propr. de grupos)

Logo, zy € ker ¢, pela definicao de ker . Ou seja, 271 € ker .

D2. kerp <A
PROVA.

Vamos mostrar que ker ¢ é fechado pelos conjugados, ou seja, que para todo k € ker ¢, e
todo a € A, temos aka™! € ker p. Basta verificar entao que ¢(aka™!) = ep. Calculamos:

p(aka™) = p(a)p(k)p(a™") (¢ homo)
= p(a)epyp ( Y (k € ker @)
= p(a)p(a) (G2)
= p(aa™) (¢ homo)
= p(ea) (G3)
=ep (propr. de homo)

Ou seja, aka™' € ker ¢ e logo ker ¢ < A.




56) B
Seja G grupo e a,b € G conjugados.
(32) E1. Paratodon € N, a” e b" também sao conjugados;

oednpuy eoI([
PROVA.

Sejam x, g € G. Basta mostrar que:
para todo n € N, (gwg™ )" = ga"g~ "

Realmente, provamos por inducao. Primeiramente observe que

(gzg™ )’ =e g’y =gegTl = g9 =e
Agora seja k € N tal que
(grg™")" = gatg™ (H.L)
Calculamos
(gzg™" )" = (gzg ") (gzg™)
= (g*g7 ") (gzg™") (pela H.L)
= g2"(g " g)xg™!
= gatzg™
— ggktigt

(24) E2. o(a) = o(b).
PROVA.

CASO QUE o(a) < oc.
Resolugao 1. Preciso mostrar: (i) b" = e; (ii) para todo m com 0 < m < n, b™ # e.

(i) Pela E1, temos que a™ e ™ sdo conjugados, mas a" = e, e sabemos que a classe de
conjugacao de e é o {e}. Logo b" = e.

(ii) Pela mesma observacao cada suposto b™ = e obrigaria a™ = e também.

Logo o(b) = n.
Resolugio 2. Pela E1 temos a®® conjugado com 6°?). Logo b° = e e logo o(b) | o(a).
Similarmente o(a) | o(b) e logo o(a) = o(b) pois ambos sao naturais.

CASO QUE o(a) = oc.

Tenho que para todo n > 0, a™ # e, e preciso mostrar a mesma coisa sobe os b”. De novo,
de qualquer suposto contraexemplo m € N com 0" = e concluimos a = e que ¢é absurdo
pois o(a) = oo.




(100) F

Ja provamos algo que informalmente falando podemos escrever assim:
kernel = normal

Formalize e prove o converso.
(16) TEOREMA.

Seja G grupo e N < G.
Logo existem grupo G’ e homomorfismo ¢ : G — G’ tal que N é o kernel de ¢.

(84) PROVA.

Seja G’ o grupo G//N e defina a ¢ : G — G/N pela
o(z) = Nz.
Basta provar que: (i) ¢ ¢ um homomorfismo; (ii) ker ¢ = N.

(i) Basta verificar que ¢ respeita a operacao. Sejam z,y € G. Calculamos

p(zy) = N(zy) = (Nz)(Ny) = o(2)p(y)-

(i) Temos

r € kerp <= p(r) =eq/N
)

Ou seja, kerp = N.

Com isso concluimos que na teoria de grupos, “subgrupo normal” e “kernel” sao dois
lados da mesma moeda.

S6 isso mesmo.



