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Preface

Como ler este texto

Fight it. Nas palavras do grande Paul Halmos:

«Don’t just read it; fight it! Ask your own questions, look for your own
examples, discover your own proofs. Is the hypothesis necessary? Is the
converse true? What happens in the classical special case? What about
the degenerate cases? Where does the proof use the hypothesis?»

Cada demonstracio de teorema é marcada com um ‘I, conhecido como Halmos (tombs-
tone).! Para te motivar a tentar demonstrar os teoremas antes de estudar suas de-
monstragdes, muitas vezes eu apresento apenas um esbog¢o da demonstragéo, cujo fim eu
marco com um ‘[]’. Nesses casos, as demonstracdes completas aparecem no apéndice.
Eu marco com ‘»’ os itens do texto que precisam ser resolvidos.

Cuidado! Nunca leia matemdtica passivamente! Umas das demonstragdes e defini-
¢oes tém falhas e/ou erros (nesses casos o ‘b’ torna-se ‘4 ’). Os problemas e exercicios
pedem para identificar os erros.

Spoiler alerts. Em certos pontos aparecem “spoiler alerts”. Isso acontece quando eu
tenho acabado de perguntar algo, ou preciso tomar uma decisao, etc., e seria bom para
o leitor pensar sozinho como ele continuaria desse ponto, antes de virar a pagina e ler o
resto.

Dicas e resolugdes. Para muitos dos exercicios e problemas eu tenho dicas para te
ajudar a chegar numa resolugdo. Tente resolver sem procurar dicas. Se ndo conseguir,
procure uma primeira dica no apéndice “Dicas #1”, e volte a tentar. Se ainda parece
dificil, procure segunda dica no “Dicas #2”, etc., etc. Finalmente, quando ndo tem mais
dicas para te ajudar, no apéndice tem resolugées completas. Quando tem dicas, no fim
do enunciado aparecem numerinhos em parenteses e cada um deles é um link que te leva
para a dica correspondente. N&o tenho link para a resolucio: a idéia é dificultar a vida
de quem quer desistir facilmente e procurar logo a resolugao.

Sobre o leitor

Prerequisitos. Nada demais: o texto é bastante “self-contained”. Supostamente o lei-
tor sente confortavel com as propriedades basicas de aritmética, manipulacdes algébricas,
convencoes e notacao relevante. Idealmente experiéncia com programagao ajudaria en-
tender muitos exemplos e metaforas que uso para explicar uns conceitos matemaéticos,

L A idéia & que conseguimos matar nosso alvo com nossa demonstragéo, e logo mostramos (com orgulho)
o seu tamulo!
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mas quem nfo programou nunca na vida ainda consegue acompanhar. Se esse é o teu
caso, sugiro comegar a aprender ambas as artes de demonstrar e de programar em para-
lelo, até chegar na conclusdo que nao se trata de duas artes mesmo, mas sim da mesma,

s6 com roupas diferentes.



CAPITULO 1

INTRODUCOES

Sim, plural: neste capitulo intoduzo todas as nogdes e idéias bésicas com a profundidade minima—
e logo com umas mentiras também, e logo com uns erros—para comegar aprofundar nos préximos
capitulos. Se encontrar alguma notagao, algum termo, simbolo, processo, etc., que tu ndo reco-
nhece, continue lendo; o importante é entender bem as idéias basicas. E os detalhes? Depois.

§1. Proposicoes vs. objetos

Olhando para matematica de longe, podemos enxergar dois tipos principais: proposicoes
e objetos (também individuos).? O primeiro e mais elementar desafio do meu leitor seria
entender essas duas no¢des, no ponto que nunca confundiria uma por outra.

EXEMPLO 1.1 (Objetos).
Uns exemplos de frases que denotam objetos:

(1) Brasil
a mae do Bart

Evarlste Galois

(6) Matematica

Nao faz sentido supor nenhuma delas, nem duvidar, nem tentar demonstrar, nem nada
disso. Nao tém verbo! Imagine alguém dizer:

«Eu acho que (1+1)3.»

Tu acha que (1+1)3 o qué?!

EXEMPLO 1.2 (Proposiges).
Uns exemplos de frases que denotam proposigoes:

(

(2) A maée do Bart fala portugués.
3) 1+1)P=3-1

(4) Galois morreu baleado.

(5) 8<12

2 Para o leitor que ja sabe o que é um sintagma nominal em lingiifstica, as expressdes que denotam
objetos sdo exatamente os sintagmas nominéis.
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(6) Matemaética estuda cavalos.

Cada uma dessas frases, tem um verbo, e afirma algo completo. N&o importa a vera-
cidade dessas proposigdes, o importante aqui é entender que essas frases realmente séo
proposicoes. Faz sentido afirma-las, questiona-las, demonstré-la, refuté-las, etc.

1.3. Aviso (Expressdes que denotam proposi¢des). Umas expressoes mateméaticas
que normalmente denotam proposi¢ées podem assumir um papel diferente dependendo
do contexto. Por exemplo, ‘x = y’ normalmente denota a proposigdo “r é igual ao y”;
mas se o contexto ja tem seu verbo principal, o papel da ‘z =y’ pode mudar:

«Por outro lado, é primo e logo ...»

Aqui, pelo contexto, precisamos algo que denota um objeto: n#o faria sentido afirmar
que uma proposicéo é primo. Nesse caso a expressdo ‘xz =y’ pode ser lida como qualquer
uma das:

=y: “z, que éigual a y,”
x=y: ‘“xéigualaoy, ey’

Assim, a frase

«Por outro lado, 2" +1 =5 é primo e logo ...»,

pode ser lida, respectivamente, como qualquer uma das:

«Por outro lado, 2" + 1, que é igual a 5, é primo e logo ...»
«Por outro lado, 2" +1 é igual a 5, e 5 é primo e logo ...».

A mesma coisa vale sobre outras notagdes que vamos encontrar depois: ‘z € A’,*AC B’,
‘f:A— B’ etc.

§2. Igualdade vs. equivaléncia

1.4. Igual ou equivalente?. Usamos os simbolos ‘=’ e * <=’ para afirmar uma relagéo
especifica entre as coisas que aparecem nos dois lados deles. S6 que os tipos de coisas
sdo diferentes para cada simbolo. O ‘=" fica entre objetos, o ‘ <=’ entre proposi¢des.

Usamos ‘=’ para dizer que os objetos nos seus lados sdo iguais, ou seja, as coisas
escritas nos seus dois lados, denotam o mesmo objeto. Por exemplo ‘1 + 5" denota um
nimero e ‘3’ também denota um nimero, e escrevendo

1+5=3

estamos afirmando—erroneamente nesse caso—que as duas expressdes denotam o mesmo
nimero. Se tivesse escrito ‘1+5 = 3+ 3’ teria sido uma afirmacéo correta. Pronunciamos
0 ‘A= B’ como «A é igual ao B».

Usamos ‘<=’ para dizer que as proposi¢oes nos seus lados sao logicamente equiva-
lentes, ou seja, sao ambas verdadeiras ou ambas falsas. Escrevemos entéo

p é€ primo e p > 2 <= p é um primo impar
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e nesse caso essa € uma afirmacio correta. Note que ndo sabemos dizer qual é o caso
aqui: sdo ambas verdadeiras, ou ambas falsas? N&o sabemos qual niimero é denotado
pela varidvel p, mesmo assim as afirmacées séo equivalentes. Pronunciamos o ‘A < B’
como «A é equivalente a B» ou «A se e somente se By, usando a abreviacdo sse para a
frase «se e somente se».

Entendemos o ‘=’ como uma abreviagdo de «implicay e o ‘<=’ como uma abre-
viagdo de «é implicado por». Podemos ler as expressdes seguintes assim também:

A = B: «se A entdo B» A < B: «A se e somente se B».

EXERCICIO x1.1.

Ja que ‘<= corresponde & frase «se e somente se», faz sentido pensar que uma das
setinhas envolvidas (‘=" e ‘ «<=") corresponde na frase «se» e a outra na «somente se».

Qual é qual? (x1.1HO)

EXERCICIO x1.2.
Mesma pergunta, agora lendo o ‘ <=’ como «é suficiente e necessario para». Uma direcio
corresponde ao «suficiente» outra ao «necessario». Qual é qual? (x1.2H0)

1.5. Logicas de relevancia. Note que seguindo nossa interpretacdo de implicagéo e
equivaléncia nos permite corretamente afirmar implicagdes e equivaléncias entre propo-
sicdes que nao tem nada a ver uma com outra. Por exemplo, seria correto afirmar:

e 0 =1 se e somente se existe nimero natural maior que todos os outros.
e 1+1=2 < Creta é uma ilha grega.

e Se Brasil é um pais na Europa, entdo 4 é um ntimero par.

e Se 4 é um numero par, entdo Grécia é um pais na FKuropa.

Felizmente, afirmacoes desse tipo raramente aparecem em matematica. Lobgicas que
tomam cuidado para proibir implicagdes entre proposicoes irrelevantes sdo chamadas
logicas de relevancia (por motivos 6bvios) mas néo vamos estudé-las aqui.

1.6. Observagao (Subjuntivo). Considere a frase
«n é par se e somente se existir inteiro k tal que n = 2k».

Usar o subjuntivo «existir» aqui ndo faz muito sentido: n#o se trata de algo que futu-
ramente pode acontecer ou ndo. Ou existe (hoje, ontem, sempre) tal inteiro k ou néo
existe; daf seria melhor escrever usando o verbo no “modo normal”:3

«n é par se e somente se existe inteiro k tal que n = 2k».

Mas ha um ponto de vista filoséfico (que ta4 bem alinhado com a logica constructiva que
analizaremos logo) onde esse subjuntivo faz até sentido numa maneira que pode aparecer
meio engracada: até o momento que um ser humano vai chegar e mostrar pra mim um
tal inteiro k, ew nao vou considerar nada sobre a paridade do n. Se alguém me perguntar
«n € par ou m mdo € par?y, eu, sendo intuicionista, vou simplesmente responder: «Fu
ndo sei.». Entretanto, o matematico classico responderia «Sim.».

3 também conhecido como presente do indicativo
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§3. Type erros

1.7. O que é?. Um type error ocorre quando usamos uma expressdo cujo tipo é incom-
pativel com o tipo esperado pelo contexto. Esse tipo de erro é muito comum quando
comegamos aprender matematica e infelizmente é completamente destruidor: com um
type error nosso texto nem compila, nem chega a dizer algo para ter chances de ser ava-
liado para sua corretude. Um texto com type errors ndo chega a ter significado nenhum.
Chamamos de mal-tipada uma expressdo que contem type errors.

1.8. O type error mais grave. Claramente o type error mais gritante seria confundir
objeto com proposigao ou vice versa, pois como discutimos (§1) sdo os grupos mais
distantes.

EXEMPLO 1.9.
Todas as frases seguintes tém o type error mais grave: confusio entre proposi¢éo e objeto:

(1) ( +y)? <= 2%+ 22y + 9>

(2) z(a—(b+c¢))=ra—z(b+c) = za—zb— zc.
(3) Concluimos que (A C B) = (B C A).

(4) Suponha n. Vamos demonstrar que n + 1.

(1) Temos uma suposta equivaléncia entre dois objetos. O ‘<=’ tava esperando ver
(receber) proposigdes nos seus lados, mas recebeu objetos. (2) No lado esquerdo da
implica¢do temos uma proposigao, (isso t4 OK), mas no seu lado direito aparece um
objeto. Nao faz sentido implicar um objeto:

— Se chover amanh&, entdo Maria.
— ...entdo Maria o qué?!

(3) Aqui aparece igualdade entre duas proposigoes em vez de objetos. (4) Como as-
sim supor um objeto? E como assim demonstrar um objeto? Supomos proposigoes, e
demonstramos suposigdes. O que significa supor Alex? O que significa demonstrar o 57

EXERCICIO x1.3.
Mude cada uma das frases do Exemplo 1.9 para resolver o type error. Nao se preocupe
com a veracidade. (x1.3H0)

1.10. Refinando mais. Podemos subdividir os objetos em tipos também, por exem-
plo: nameros, pessoas, conjuntos de pessoas, palavras, cidades, fungdes, programas, etc.
Sobre proposi¢des, vamos fazer algo parecido no Capitulo 2: conjungdes, disjungoes,
implicagdes, negacoes, etc.

§4. Definigoes

Tanto em matematica quanto fora de matemaética, para facilitar nosso pensamento e a
comunicacdo com outras pessoas introduzimos novos termos, e novas notacoes de certos
conceitos, assim evitando a necessidade de descrever em todo detalhe a mesma idéia
repetidamente.
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1.11. De mente para papel. O processo de definir algo comega na nossa cabega, onde
identificamos—ou pelo menos, achamos que identificamos—um conceito que conside-
ramos interessante e que merece seu proprio nome, sua proépria notacao, etc. Depois
disso comeca o processo de traduzir nossa idéia, do mundo mental para uma linguagem,
freqiientemente sendo uma linguagem natural pouco enriquecida com notagéo, termos,
convencoes, etc., para atender as necessidades de matemaética. Também precisamos de
escolher um nome bonito para nossa definicdo, uma notacdo conveniente e tutil.

1.12. Definigdo vs. proposigao. Para enfatizar que estamos definindo algo, e néo

afirmando uma equivaléncia ou uma igualdade, decoramos o simbolo correspondente por

def . . . . .
um ‘df’: usamos ‘A <= B’ para definir a proposicdo A para significar a mesma coisa

com a proposicao B; usamos ‘A “ B’ para definir o objeto A como um novo nome do
objeto B. Olhe nisso:

(prop) prop prop prop
AN e N = =
A < B A < B .
— —_—
defini¢do afirmacéo

Na ‘A <% B’ estamos definindo algo: a expressdo A, que vai acabar tendo o significado

da proposicio B, logo apos dessa definicio. Ou seja, na esquerda do ‘<5’ temos uma

futura-proposic¢éo, na sua direita temos uma proposi¢do mesmo. Na ‘A < B’, estamos
afirmando algo: que as proposicoes A, B sdo equivalentes. Necessariamente entdo ambas
j& tém significados conhecidos. Similarmente sobre as

(obj) obj obj obj
def

AN def N N
A = B A = B :

———— ————
defini¢ao afirmagao

a primeira é uma defini¢do, a segunda a afirmacio que A, B sdo iguais.

EXEMPLO 1.13.
Qual a diferenca entre as duas expressoes?:

n € impar L o =2k+1 para algum inteiro k

n é impar <= n = 2k + 1 para algum inteiro k.

RESOLUGAO. A primeira linha é uma definicio. Estamos definindo o que significa
«ser impary, dizendo como traduzir a afirmacédo «n é impary» para uma outra afirmacao
que supostamente entendemos. A segunda linha € uma afirmacdo: afirma que as duas
proposi¢oes nos seus lados sdo equivalentes. Ou seja, é algo que pode ser demonstrado
ou refutado. E para usar o ‘<=’ com certeza seus dois lados precisam ser proposicdes
bem-definidas.

1.14. Observagao (Convengdes). Essa énfase com o ‘«f’ ndo é obrigatoria, e muitas
vezes 0 contexto € suficiente para deixar claro que se trata de defini¢io e ndo de afirmacao.
Note que por convencio a coisa sendo definida vai no lado esquerdo do simbolo que

3 )

decoramos com esse ‘4’ € a sua defini¢do fica no lado direito. Entdo mesmo que nos

P def def ~
simbolos ‘=" e ‘ <= podemos trocar seus lados, nos ‘=’ e ‘ <= nao!
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1.15. Exemplos e nacexemplos. Talvez ja temos varios exemplos de objetos que sa-
tisfazem nossa definicio, ou nem sabemos se existem tais objetos! Observe entdo que
para definir algo nfo é necessario—e com certeza nem suficiente!—mostrar exemplos de
objetos. Mesmo assim, quando escrevemos um texto mateméatico e queremos ajudar
nosso leitor confirmar seu entendimento da nossa definicdo, podemos dar uns exemplos
e/ou uns nacexemplos (ou seja, objetos que ndo satisfazem nossa defini¢do). Mas é im-
portante entender que a natureza deles nunca é essencial para a definicéo, e que eles nao
fazem parte da definicio. E apenas uma ferramenta pedagogica.

EXEMPLO 1.16.

As afirmagoes seguintes sdo todas corretas:
e 41 ¢ um exemplo de: nimero impar*
e 18 é um exemplo de: miltiplo de 3
e 16 ¢ um nacexemplo de: miltiplo de 3
e 16 é um nacexemplo de: niimero impar

Mas néo contam como definigdo do que significa ser impar, ou ser miltiplo de 3.

[©N

1.17. Cuidado (nacexemplo vs. contraexemplo). N&o confunda as palavras «néce-
xemplo» e «contraexemploy. Um nécexemplo é algo que ndao satisfaz uma defini¢ao, que
nao tem uma propriedade, etc. Por outro lado, quando usamos o termo contraexemplo?
Apenas quando estamos tentando refutar uma afirmacéo da forma «todos os tais z tém
tal propriedade». Qualquer tal objeto x que n&o possui essa propriedade conta como
contraexemplo dessa afirmagdo. Isso vai ficar mais claro na Sec¢ao §30 do Capitulo 2
(onde estudamos demonstragoes).

Dando uma definicio de algum termo, notacgio, etc., precisamos deixar claro o que
exatamente eles denotam. Considere como exemplo a nocao de primos gémeos que
aparece em teoria dos ntimeros:

EXEMPLO 1.18.
Considere a definigao:

«Dois ntimeros p, q séo primos gémeos sse p,q Sao primos e |p —q| = 2.»

Dados entdo dois numeros a,b, sabemos o que a afirmacao “a,b sdo primos gémeos”

significa:
a,b sdo primos e |a — b| = 2.

1.19. Contexto. Para definir qualquer coisa precisamos primeiramente deixar claro o
contexto. No Exemplo 1.18 o contexto é:

p : numero

q : namero.

Porém, se a definigdo fosse «dois ntimeros primos p, q sdo primos gémeos sse |p — q| = 2»
o contexto seria pouco diferente:

p : nimero primo
¢ : namero primo.

4 sim, acabei de usar a palavra exemplo para dar um exemplo para ajudar entender o que significa
exemplo
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1.20. O que é tijolo?. No meu primeiro semestre como professor no Brasil, em algum
momento—n&o lembro porqué—um aluno na sua explicagdo usou a palavra “tijolo”. O
problema é, que eu nunca tinha encontrado essa palavra antes; entdo perguntei ao meu
aluno:

«O que € tijolo?»

Neste momento o aluno sentiu um desafio: como vocé explica o que é um tijolo para um
gringo?® Ele precisou dar uma definicdo dessa palavra. A resposta dele foi

«Tijolo € tijolo, uély

... E isso ndo me ajudou muito.

1.21. Definigbes circulares. A resposta do aluno acima é um exemplo duma defini¢do
circular.

tijolo

Tenho entdo uma questéo pra ti:
«O que é um conjunto?»

Uma resposta razoavel neste momento seria a seguinte:
«Um conjunto € uma colec¢io de objetos.»

E, se eu sei o que significa «coleccao» eu vou entender o que é um conjunto e vou ficar
feliz; mas caso contrario, eu vou perguntar:

«E o que € uma colecgdo?»
Provavelmente aquele aluno que me ensinou o que é “tijolo” ia responder:
«Uma colecgao € um conjunto de objetos.»

Aqui o problema é o mesmo com o “tijolo”, s6 que um tiquinho menos 6bvio, pois o ciclo
aqui pelo menos tem duas setinhas:

PN

conjunto colecgao

~_

Pensando numa forma computacional, entendemos essa definicio como um programa
cuja execucdo caiu num loop infinito. Como ele nunca termina, nos nunca sabemos se
um objeto satisfaz ou nao essa definicéo.

1.22. Teaser (Defini¢des recursivas). Alguém pode pensar que o problema com as
defini¢des circulares é que a palavra que estamos definindo apareceu na sua propria
defini¢do. Isso ndo é o caso! Numa defini¢do recursiva a palavra que queremos definir
parece aparacer dentro da sua propria defini¢do, e mesmo assim, ndao estamos caindo
num loop infinito, e realmente conseguimos definir o que queremos. Mas bora deixar
esse assunto para depois, quando com pouco mais experiéncia vamos trabalhar com
recursio.

5 0 aluno néo falava inglés—nem grego!—e logo a gente ndo tinha uma linguagem “fallback” para uséa-la
e tirar minha davida.
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1.23. Erros em defini¢cées. Pode ser que para algum erro uma suposta defini¢do acaba
nao definindo nada pois seu texto ndo conseguiu descrever nenhum conceito. Ou, pode
ser que acabou definindo algo mesmo, s6 que esse algo néo é o que queriamos definir!

EXEMPLO 1.24 (defini¢do errada que nem compila).
Considere a defini¢do seguinte:

Definicdo. Seja n um inteiro. Chamamos o n de par se e somente se
n = 2k.

Essa definicao nem compila. Por qué?
RESOLUGAO. O compilador reclamaria com a mensagem

Usou ‘k’ mas ‘k’ nao estd declarado aqui.
Para esclarecer mais a situagio, vamos testar a afirmacio «6 é par». Abrindo a defini¢do

7
temos que «6 é par» significa «6 = 2k». Ou seja, basta verificar se realmente 6 = 2k. Mas
nessa afirmagao esté sendo referido um objeto ‘k’ que nunca foi declarado (nem definido).
Quem € esse k? Ninguém sabe. Nao faz sentido entdo afirmar nada que envolve ‘k’.

EXEMPLO 1.25 (defini¢do errada que compila).
Considere a definigao seguinte:

Defini¢do. Seja n um inteiro. Chamamos o n de par se e somente se
n = 2k para qualquer inteiro k.

Essa definigdo “compila”. Mas o conceito que foi definido no é o que o seu escritor tinha
no coragao dele.

EXERCICIO x1.4.
Por qué? Qual o problema com a defini¢do do Exemplo 1.257 Como podemos consertar? (xi.4to0)

1.26. O que é “bem-definido”?. Essa frase deixa muita gente confusa em matematica.
Realmente fica estranho pedir para teu leitor demonstrar, por exemplo, que um tal sfm-
bolo, notagao, fungéo, ndo foi bem-definida. Como assim? Se n&o foi bem-definida, como
que estamos usando sua notacio entdo? A idéia nesse caso seria explicar exatamente
o porqué que o compilador reclamaria na sua definicio. Em geral, o erro fica na falta
de determinicidade: fingimos que determinamos um certo objeto que nomeamos numa
certa forma, mas na verdade deixamos muita liberdade (ambigiiidade) no nosso leitor,
pois varios objetos satisfazem essa condicdo, entdo nossa descrip¢ao nao determinou um
objeto. No outro extremo, pode ser que nenhum objeto satisfaz a condicéo, entao é como
se a gente tentou dar nome para algo que nem existe.

1.27. A importancia das defini¢des. Superficialmente alguém pode pensar que “néao
existe definicdo errada”. Ficando no pé da letra seria dificil convencer esse alguém que
ele ndo tem razdo. Mas muitas vezes dar as defini¢des “certas” é o que te permite de-
monstrar um teorema dificil que seria inatacavel sem elas. Uma defini¢do deve ser escrita
na maneira mais simples possivel para entender e usar. E deve capturar um conceito
interessante. Tendo as definigdes corretas, raciocinamos melhor, e conseguimos formular
nosso pensamento numa forma curta e entendivel. Com pratica, vamos conseguir iden-
tificar quando faria sentido definir um termo novo, dar uma definicdo elegante e correta,
e escolher um nome bom, e se for util uma notacdo conveniente também.
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1.28. Comparagao com programacao. Enquanto programando, para muitos progra-
madores a parte mais desafiadora (e divertida) é inventar os nomes corretos® para partes
dos seus programas. Em muitas linguagens existe um entry point para teu programa,
onde a execugdo comega. Por exemplo, em C isso seria o corpo da fungdo main. Seria
bizarro (no minimo) tentar escrever um programa inteiro apenas usando os primitivos
da C dentro dessa fun¢do main. Felizmente as linguagens oferecem ferramentas de abs-
tracgdo para o programador—umas bem mais que outras—e assim comegamos definindo
nossos proprios conceitos: fungoes, varidveis, constantes, tipos, etc.

§5. Intensao vs. extensao

1.29. Muitas vezes é util diferenciar entre a intensfo e a extensfio de expressdes que
denotam tanto objetos quanto proposicoes. Considere a frase a mdae de Thanos, que
denota a minha mée mesmo, Styliani. Agora vamos supor para esse exemplo que minha
mée é a reitora da UFRN. Temos trés expressoes que denotam o mesmo objeto: mainha.
Alguém diria que

a mae de Thanos = a reitora da UFRN = Styliani.

Realmente a extensdo dessas trés frase é a mesma. Mas a intensdo é diferente: é uma
coisa ser a mée de Thanos, outra coisa ser a reitora da UFRN, e outra coisa ser a Styliani.
Para enfatizar que néo faz sentido tratar as trés frases como iguais, considere as frases
seguintes:

«Eu néo sabia que a mae de Thanos é a reitora da UFRN.»
«A mée de Thanos é Styliani, mas n&o sei quem ¢ a reitora da UFRN.»

Agora, supondo que realmente sdo iguais essas frases, tente trocar uma por outra e tu
vai descobrir que o significado muda bastante; uns exemplos:

«Eu nao sabia que Styliani é a mae de Thanos.»
«Eu néo sabia que a mae de Thanos é a mée de Thanos.»
«A reitora da UFRN é Styliani, mas n#o sei quem é a méae de Thanos.»

As extensoOes sao iguais pois todas essas frases denotam o mesmo objeto, mas as intensdes
nao. Nesse exemplo usei um objeto (Styliani) para explicar a diferenca entre igualdade
intensional e extensional. A mesma idéia aplica se entre equivaléncia intensional e ex-
tensional. Considere a equivaléncia entre as proposigdes que cada uma afirma algo sobre
um nimero z:

z € primo e par <= uma molécula de dgua tem x dtomos de hidrogénio <= x =2

Sim, as proposig¢oes sdo equivalentes extensionalmente: ambas sdo verdade ou ambas sdo
falsas. Mas a intenséo de cada proposigéo é bem diferente. Considere dado um ntimero z.
Para decidir se a primeira é verdadeira precisamos saber o que significa naimero primo, o
que significa nimero par, e também saber responder sobre nosso z se satisfaz ambas essas
defini¢oes. Para a segunda, precisamos saber pouca coisa de quimica: H,O é a molécula
da 4gua. Finalmente para a terceira ndo precisamos nenhum conhecimento (além de
reconhecer a constante ‘2’ como um nome do nimero dois), pois afirma diretamente que
x € 0 nimero 2.

6 Ou até descobrir os nomes escondidos, dependendo do caso e do ponto de vista, para enfatizar!
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D1.30. Notacdao. Em matemética os simbolos ‘=’ ¢ ‘<=’ sdo usados na maneira
extensional: ‘ A = B’ significa que A e B denotam o mesmo objeto; ‘ A <= B’ significa
que as proposicoes A, B séo logicamente equivalentes. Para diferenciar entre intensional
e extensional, adicionamos mais uma linha nos sfimbolos correspondentes: usamos ‘=’
para igualdade intensional e ‘ &’ para equivaléncia intensional.

1.31. Observacao (Definigao e intensao). A partir duma definigao

def

A << B

as expressdes A e B ndo sdo apenas extensionalmente (logicamente) equivalentes, mas
intensionalmente também: definimos o A para ter o proprio significado (intensao) de B.
Entao depois da defini¢io acima claro que temos

A < B

mas, ainda mais, temos
A & B.

¢

~ def . ~
Parece entdo que em vez de ‘<=’ deveriamos decorar o ‘&=’ com 0 ‘df’ mas nio
precisamos fazer isso pois ja o fato que é uma definicdo implica que as expressdes nos

. ~ , . - . def
dois lados vio ter até a mesma intensio!” Mesma coisa sobre o ‘= .

1.32. Conselho (Compare os algoritmos). Uma dica para decidir se os dois lados
sado intensionalmente iguais ou equivalentes é comparar os algoritmos em vez dos seus
resultados. Olhe para cada lado e considere o algoritmo que alguém precisaria executar
para achar seu valor (se é objeto) ou para verificar sua veracidade (se é proposigao). Se
os algoritmos sdo os mesmos, temos igualdade (ou equivaléncia) intensional. Se os seus
resultados sdo os mesmos, temos igualdade (ou equivaléncia) extensional.

EXERCICIO x1.5.
Verdade ou falso?:

(i) se A= B entao A = B;
(ii) se A & Bentao A < B.

Observe que para cada uma dessas afirmagdes fazer sentido os A, B denotam objetos na
primeira, mas proposicoes na segunda.

EXERCICIO x1.6.
Para cada um par de expressdes escolha a melhor opc¢ao dos:

=, <, = =

Observe que as versdes intensionais sdo mais fortes que as extensionais, entdo quando
aplica a versdo intensional, precisa escolhé-la.

(1) {2-3

6
2.3
2
@ {;
def

7 Assim nio vamos precisar de escrever ‘ &> .

(x1.5HO)
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T ama y
{y é amado por x
n € par
existe k € Z tal que n = 2k
Matheus mora na capital do RN

Matheus mora na maior cidade do RN
a capital da Grécia

Aténas
o vocalista da banda Sarcofago é professor da UFMG

Wagner Moura é professor da maior universidade de MG

{Arlstoteles foi professor de Alexandre o Grande

Aristoteles ensinou Alexandre o Grande
A terra é plana

A lua e feita de queijo

§6. Variaveis

Vamos usar e estudar varidveis demais. Por enquanto precisas s6 entender o basico. Esta
seccao, é esse basico.

1.33. De pronomes para variaveis. Considere as proposigdes:

(i) «Existe ntumero tal que ele é multiplo de todos os nimeros.»
(ii) «Para todo pais, existe cidade tal que ela fica perto da fronteira dele.»

(iii) «Para toda pessoa, existe pessoa tal que ela a ama.»

aqui usamos os pronomes ‘ele’; ‘ela’; ‘a’; para referir a algum objeto que foi “introduzido”

a partir dos «existe» e «para todo». Na segunda frase gracas a coincidéncia que temos em
portugués onde a palavra ‘pais’ é masculina, e a ‘cidade’ feminina, nao existe confuséio:
‘ele’ refere ao pais, e ‘ela’ refere a cidade.® Porem na ultima frase nao é claro a que as
palavras ‘ela’ e ‘a’ referem. Usando variaveis escrevemos as primeiras duas assim:

(i) «Existe ntmero n tal que n é multiplo de todos os niimeros.»
(ii) «Para todo pais p, existe cidade c tal que c fica perto da fronteira de p.»

Agora olhe na terceira frase. Temos duas razoaveis maneiras de interpreté-la, dependendo
de a que cada pronome refere:

(ili); «Para toda pessoa z, existe pessoa y tal que z ama y.»
(iii)2 «Para toda pessoa z, existe pessoa y tal que y ama z.»

8 Ja em grego ndo temos essa coincidéncia para nos ajudar nessa frase pois ambos os substantivos sao
femininos; e em inglés ambos sdo neutros e seriam referidos pelo mesmo pronome: it.

(x1.6H0)
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Observe que os significiados sdo bem diferentes:

(iii); «Toda pessoa ama.»
(iii) «Toda pessoa é amada.»

Ou seja, a frase (iii) ndo tem um significado bem determinado e sendo ambigua nao
podemos usé-la.

1.34. Ocorréncia de variavel. Numa frase que envolve varidveis ¢ muito importante
poder separar (e falar sobre) cada ocorréncia (ou instancia) de variavel na frase. Na frase
seguinte por exemplo, temos 4 ocorréncias da variavel p e 2 da variavel q.

«p, € primo e para todo primo p,, tal que p, divide ¢, Bi divide ¢,»

Sublinhei e rotulei todas. Mesmo sem isso, alguém poderia falar da «terceira ocorréncia
da variavel p» e entenderiamos qual seria.

EXERCICIO x1.7 (typecheck warmup).
Considere as expressoes:

(a) (z+y)?=a2?+2zy;

(b) a mée de D;

(c) 2

(d) peé irmao de 4

(e) a capital do pais p;
(f) a mora em Atenas.

Para cada uma decida se ela denota objeto ou proposicgéo.

1.35. Variaveis livres e ligadas. Cada uma das expresstes da Exercicio x1.7 refere a
pelo menos uma coisa por meio de variaveis, e logo seu significado é dependente (dessas
varidveis). Essas ocorréncias de varidveis chamamos de livres. Sobre as expressoes
que denotam proposigdes: ndo sabemos o que cada uma afirma sem saber quais sdo os
objetos denotados por essas varidveis; similarmente sobre as expressdes que denotam
objetos: nao sabemos qual objeto é denotado sem saber quais sdo os objetos denotados
por essas variaveis. Agora considere as expressoes:

) existe k € Z tal que 13 = 2k + 1;

) existem numeros z,y tais que (z + y)? = 22 + 2zy;

) aquela func¢do que dada um ntumero x retorna o x + 1;

) o conjunto de todos livros b tais que existe palavra w no b com tantas letras quantas
as letras do titulo de b;

5) para toda pessoa p, a pessoa q nao gosta de p.

Aqui as ocorréncias das variaveis sdo todas ligadas, exceto na ultima frase onde ambas
as ocorréncias da variavel p sdo ligadas, mas (a tnica ocorréncia de) ¢ é livre.”

1.36. Oxe! Como assim a ‘w’ do Nota 1.35 é ligada? Ligada com qué? A ‘w’ do «existe
wy tem papel de ligador de varidvel (1.46) aconteceu que o escopo desse ligador néo
teve nenhuma ‘w’ livre para ser ligada com o ‘w’ do «existe w». Isso néo torna a ‘w’
do «existe wy» livre; apenas uma ligada que...acabou néo ligando com nada. Pense no
codigo seguinte:

for i in 0..10 {

9 Na literatura aparece como sinénimo de variavel ligada o termo dummy (boba) também.

(x1.7HO)
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println! ("’Boo!’’);

0 i nédo é livre. Acabou nao conseguindo ligar ninguém mas mesmo assim, com certeza
livre ndo t4. Em certos casos vale a pena distinguir as ocorréncias nao-livres entre
ligadores e ligadas, mas aqui chamamos todas elas de simplesmente ligadas.

1.37. Observacgao. Quando nao existe possibilidade de confundir, falamos apenas de
«variavel» em vez de «tal ocorréncia de variavel». Assim, mesmo que ser livre ou ligada
ndo é uma propriedade de varidveis mas de instancias de variaveis, nos permitimos o
abuso de usar frases como «z é ligada», etc. Acabei de fazer isso no 1.36.

1.38. Observacao (Ligag¢des implicitas). Linguisticamente falando a ligagao existe
sim; s6 que néo foi feita usando varidveis em forma explicita. Foi deixada implicita. Aqui
o que foi escondido: «existe palavra w no livro b tal que w tem tantas letras quantas
letras tem o titulo do b».

Precisamos entender muito bem essa idéia de varidveis ligadas e livres, mas antes de
continuar com isso. ..

EXERCICIO x1.8.
Para cada uma das cinco expressoes do 1.35: objeto ou proposig¢ao? (x1.8HO)

1.39. Conselho. Para saber se uma varidvel ‘z’ aparece livre numa expressdo, tente
enunciar uma frase com o mesmo significado da expressido sem pronunciar «x». Se
conseguir, a variavel é ligada. Por exemplo, a frase (5) do 1.35 afirma que «g ndo gosta
de ninguémsy.

EXERCICIO x1.9.
Enuncie cada uma das (1)-(4) do 1.35 sem pronunciar nenhuma das variaveis ligadas
que aparecem. (x1.9HO)

EXERCICIO x1.10.
Mesma coisa sobre as frases seguintes:

1) existem pessoas p, ¢ tais que p ama q e ¢ ama p;
2) existe pessoa p tal que p ama ¢ e ¢ ama p;

= W
—_ DD D=

r+y==z;

existe namero z tal que z +y = z;

existem nimeros x, z tais que x +y = z;

para todo ntmero y, existe niimero z tal que z +y = z;

para quaisquer nimeros y, z, existe niimero x tal que x +y = 2.

(S

6

(
(
(
(
(
(
(7

(x1.10HO)

Vamos ver agora a mesma idéia no contexto de programagao:
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EXEMPLO 1.40.
Considere o codigo seguinte:

i=10 * w;
for (int i = 0; i < f(w); i++) {
w=w+ 1i;

}

A i da primeira linha é livre, e nas suas outras ocorréncias ligada; a w é livre em todo
canto.

1.41. Cuidado. Numa frase, a mesma varidvel pode ter ocorréncias livres e ligadas
também! Olha por exemplo a frase do Nota 1.34. A primeira ocorréncia da p é livre,
mas todas as outras séo ligadas!

1.42. Atribuicdo e substituicdo. Quando queremos substituir uma varidvel por um
outro termo, ou atribuir um valor a uma variavel, para evitar o uso do simbolo da
igualdade ‘="’ e escrever frases como «para n = 1 temos...» usamos o simbolo ‘:=":
«para n := 1 temos...». A idéia é que a expressio na esquerda é para assumir o valor

determinado pela direita. Escrevemos, por exemplo:
e A proposigao (5) do 1.35 com ¢ := Larry é a proposi¢io que a Larry néo gosta de

ninguém.
e Usando a (5) do 1.35 para p := Amanda inferimos que a pessoa ¢ ndo gosta de
Amanda.
Naturalmente, usamos o ‘ =:’ nas raras vezes que queremos inverter os papeis da esquerda

e da direita. Caso que a variavel que estamos substituindo é uma variavel proposicio-

nal (ou seja, serve para denotar proposi¢oes e ndo objetos) podemos usar os ‘ <= ' e
4 ?
—: .

1.43. Renomeamento. Considere o texto seguinte:
«Existe ntimero z tal que 2* = k.»

A variavel ‘z’ sendo ligada pode ser renomeada por outra, por exemplo, a ‘n’, sem mudar
o significado da proposigao:

«Existe ntimero n tal que n? = k.»

Porém, ndo podemos renomear a ‘k’, pois ela é livre, e logo o significado da proposicio
mudaria, pois em vez de ser uma afirmacédo sobre um certo objeto k, viraria uma afir-
magao sobre outra coisa. O processo de (re)nomear varidveis tem certos perigos, entao
precisamos tomar cuidado. Vamos analizar:

1.44. Capturamento e sombreamento de variavel. Leia o texto seguinte:

«Seja p a maior poténcia de 2 que divide o z.
Qualquer numero que divide p, também divide z.»

Aqui conseguimos evitar o uso de variavel na segunda linha para referir nesse ntimero que
divide o p. Realmente ficou sem ambigiiidade o texto, entdo realmente ndo necessitamos.
Mas se quisermos usar, podemos usar qualquer uma? N&o sempre! Precisamos tomar
cuidado. Vamos tentar usar uma varidvel fresca, ou seja, uma variavel que ndo temos
usado ainda:
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«Seja p a maior poténcia de 2 que divide o z.
Para todo ntmero d, se d divide p, entéo d divide z.»

Primeiramente confirme que nada mudou no significado do texto. Usamos a variavel ‘d’
para referir ao divisor arbitrario de p. Essa (usar uma variavel fresca) seria a melhor e
mais segura escolha aqui. Mas, o que acontece se usar, por exemplo, a ‘z’? Vamos ver:

«Seja p a maior poténcia de 2 que divide o z.
Para todo nimero z, se x divide p, entdo x divide z.»

Acabou de acontecer sombreamento e capturamento. Para explicar vou pintar as varia-
veis no texto anterior onde usamos ‘d’:

«Seja p a maior poténcia de 2 que divide o .
Para todo ntimero d, se d divide p, entéo d divide z.»

e no novo, onde usamos a ‘x’:

«Seja p a maior poténcia de 2 que divide o .
Para todo ntimero z, se x divide p, entdo = divide z.»

A partir da frase «Para todo ntimero z», o = da linha anterior ndo tem mais como
ser referido até o fim desse escopo, nesse caso até o ponto final da linha. Aconteceu
sombreamento (shadowing) da variavel x nesse escopo. Dizemos também que a variavel
x da segunda linha da versdo anterior, foi capturada pela frase «Para todo ntimero z»,
ou seja, virou azul.

EXEMPLO 1.45.
Para os programadores, aqui um exemplo de cédigo e uma anélise relevante:

int a;
int i;

a = 8;
i=4,;

int foo(int x, int a)

{
if (x < a) {
return x + 1i;
} else {
for (i = 0; i < x; i++) {
a=a+ ij;
}
}
return a + 1i;
}

Nas linhas 12-14 aconteceu sombreamento da i que foi declarada na linha 2, por causa do
for. Esse for capturou a i que aparece na linha 13. Ainda mais, a variavel a declarada
na linha 1 foi sombreada no escopo ta fun¢éo foo pois escolhemos usar o mesmo nome
para segunda parametro da funcgéo foo, e logo qualquer ocorréncias de a no corpo da foo
refere ao segundo argumento da funcfo, e ndo & a da linha 1. Assim, dentro do corpo da
funcao ndo temos mais como referir & a.
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1.46. Ligadores de variaveis e suas ligagdes. Ja encontramos dois ligadores (bin-
ders) de variaveis: «existe __ tal que ...» e «para todo __, ...». Tem muito mais que
esses dois, e provavelmente o leitor ja encontrou varios em matematica, programacéo,
ou na vida mesmo (Exercicio x1.12). Para entender melhor que onde aparecem variaveis
ligadas nao esta sendo afirmado algo sobre certos objetos denotados por essas variaveis,
podemos desenhar explicitamente as ligagdes. E melhor pensar que uma proposigéo é
sua forma com ligagoes, assim a desvinculando das escolhas de nome de varidveis insig-
nificantes que seu escritor favoreceu. Espero que isso fique mais claro depois do exemplo
seguinte:

EXEMPLO 1.47.
Considere a proposicao

(1) n —d e n+ d sdo primos.

Sem sequer saber o que significa ser um nimero primo, sabemos que essa proposicao
afirma que dois nimeros (o n —d e o n + d) possuem essa propriedade (misteriosa de
ser primo). Aparecem as variaveis ‘n’ e ‘d’, e em todas as suas ocorréncias sao livres.
Ou seja, a proposicao (1) pode ser vista como uma afirmagao sobre dois nimeros n e d.
Podemos quantificiar uma ou ambas delas, por um dos quantificadores que discutimos:

(2) existe d tal que n — d e n + d sdo primos.

Aqui todas as ocorréncias da ‘d’ sdo ligadas (com o ligador «existe d tal que ...»). Ou
seja, a proposi¢do (2) afirma algo sobre um certo numero n. Ela nao fala nada sobre
d. Podemos pronuncia-la sem dizer «d»: «FExiste numero que tanto subtraindo ele de
n, quanto somando ele com n, resulta em nimeros primos.». Mas ndo sem dizer «n».
Podemos desenhar as ligagdes da (2) para esclarecer:

existe ¢ tal que n — ¢ € 1+ ¢ SA0 primos

Voltando na (1) podemos quantificar a outra variavel:
(3) existe n tal que n — d e n + d sdo primos.

Agora d é livre e n ligada, ou seja (3) afirma algo sobre um certo niimero d, e nada sobre
nenhum n. Podemos pronuncia-la sem dizer «n»: «FExiste numero que tanto subtraindo
d dele, quanto somando d nele, resulta em nimeros primos.». Mas nao sem dizer «d».
Deixo os desenhos de ligagdes pra ti (Exercicio x1.11). Observe que os significados das
(2) e (3) sdo bem diferentes:

e Na (2) o n é fixo (podemos pensar o n como o centro da nossa busca) e ficamos
estendendo mais e mais os dedos (com disténcias iguais do centro) até encontrar
(se encontrar) uma certa distancia d tal que (novamente) ambos os nossos dedos
apontam para primos.

e Na (3) o d é fixo (podemos pensar o d como distancia) e procuramos n com essa
propriedade. Parece que fixamos nossos dedos numa distancia 2d (d pela esquerda
e d pela direita) e procuramos achar se existe n no meio tal que ambos os nossos
dedos apontam para primos.

Agora, volte na (2) e considere a proposigao

(4) para todo n, se n > N entéo existe d tal que n — d e n + d sdo primos.
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que obtemos botando esse «para todo n, se n > N entdo» na frente da (2). Aconteceu o
seguinte:

para todo e, S¢ ¢ > N entao existe ¢ tal que € o + ¢ S80 pPrimos

Essa entdao é uma afirmagéo sobre um certo ntimero N. Quantificando ‘N’ também,
podemos chegar na:

(5) existe N tal que para todo n, se n > N entdo existe d tal que n —d e n + d sdo primos

Te deixo desenhar suas ligagoes (Exercicio x1.11).

» EXERCICIO x1.11.
Desenhe as ligagoes da (3) e (5) do Exemplo 1.47. (xL11HO)

» EXERCICIO x1.12.
Ja encontramos dois ligadores «existe __ tal que ...» e «para todo __, ...». Dé mais
exemplos de ligadores que tu conhece: de matematica, de programacao, de vida. .. (x1.12H0)

» EXERCICIO x1.13.
Na (3) do Exemplo 1.47 podemos renomear a variavel. . .:

(i) ‘n’ por ‘m’? (ii) ‘n’ por ‘d’'? (iii) ‘d’ por ‘x’?
(x1.13H0)

» EXERCICIO x1.14.
E na (5)...:

(i) ‘N’ por ‘n’? (iii) ‘n’ por ‘N’? (v) ‘d’ por ‘n’?
(ii) ‘N’ por ‘d’? (iv) ‘n’ por ‘d’? (vi) ‘d’ por ‘N’?

Cuidado! (x1.14H0)

! 1.48. Cuidado. Em matematica—pelo incrivel que parece—uma variavel nio. .. varial
Ela denota um objeto especifico e pronto, ndo pode mudar depois duns minutos para
denotar algo diferente, nem mudar no mesmo escopo da mesma expressao como acontece
por exemplo com o que chamamos de “variaveis” em programacao imperativa. Encon-
trando entdo a expressdo ‘f(z) + z’, ndo tem como as duas ocorréncias de ‘z’ denotar
objetos diferentes.
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1.49. Antes de fechar nossa discussao sobre variaveis tenho uma tltima coisa para expor.
Considere as frases:

(1) todo inteiro z divide ele mesmo;

(2) existe nimero n tal que ele é primo e par;

(3) qualquer conjunto A é determinado por seus membros;

(4) n@o existe pais P tal que a pessoa p nao viajou para esse pais;

(5) existe pessoa p tal que para todo filme f na lista F, p assistiu tal filme.

Q1.50. Questao. Qual o problema com elas?

1.51. Cuidado (variaveis inuteis). Cada uma dessas frases usa pelo menos uma va-
riavel ligada numa maneira completamente initil: a frase introduz uma variavel para
denotar algo, mas nunca usa essa variavel mesmo para referir a esse algo! Acaba usando
pronomes. Nunca introduza uma varidvel se nio pretende usd-la mesmo! Aqui as mesmas
frases, essa vez sem as variaveis indteis:

(1) todo inteiro divide ele mesmo;

(2) existe ntumero (tal que ele é) primo e par;

(3) qualquer conjunto ¢ determinado por seus membros;

(4) nao existe pais tal que a pessoa p nao viajou para esse pais;
(5) existe pessoa p, tal que p assistiu todos os filmes da lista F.

Observe que na ultima frase podemos nos livrar da variavel ‘p’ também ja que é ligadas.*°
Mas pelo menos ela foi usada (referenciada) sim, e aqui o objetivo era jogar fora as
variaveis que nao foram usadas.

§7. Tipos de niimeros

Vamos encontrar e estudar varios tipos de ntmeros: naturais (Capitulo 4), inteiros (Ca-
pitulo 3), racionais (Seccao §269), reais (Capitulo 6), ... Além disso, nos capitulos 13
e 16 vamos identificar certos reais que sdo ainda mais selvagens do que os irracionais: os
transcendentais; e uns nimeros transfinitos: os cardinais e os ordinais.

10 Agsim: «alguém assistiu todos os filmes que estdo na lista F'».
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1.52. De e para os reais. Uma abordagem é comecar considerando como conhecida
ou dada a noc¢éo dos niimeros reais, freqientemente identificados com os pontos duma
linha reta que extende infinitamente para ambas as direc¢ées; um ponto dela chamamos
de 0, botamos na sua direita mais um ponto chamado de 1, e pensamos que a distancia
entre esses pontos é medida pelo ntimero real 1 mesmo; na outra dire¢éo temos o —1, etc.,
etc., e o leitor provavelmente ja ouviu dessa estoria muitas vezes na vida.!! Nada disso
faz sentido formalmente falando, mas nao estamos falando formalmente neste momento,
e com certeza essa imagem geométrica ajuda demais em elaborar uma intuicdo sobre os
reais.

Entéao: comecando com a reta dos reais como dada, podemos procurar e definir um
subconjunto dela para representar os racionais, um subconjunto deles para os inteiros e
um deles para os naturais. Naturalmente definimos primeiramente os naturais, depois
adicionamos para cada ponto o seu oposto chegando assim nos inteiros, e depois formamos
todas as fracgdes m/n para quaisquer inteiros m,n com n # 0 e pronto, temos o racionais
também.

Podemos trabalhar também no sentido contréario (Capitulo 16): comegar com os
naturais, usa-los para construir os inteiros, usa-los para construir os racionais, e uséa-los
para construir os reais, etc. Nesse contexto, ‘construir’ significa definir.

§8. Niimeros, numerais, digitos

1.53. Aceitamos por enquanto como dado o conceito dos niimeros que usamos para
contar, que costumamos denotar por

0,1,2,3,...,247,248,249, . ..
Usando entao apenas um alfabeto composto de dez simbolos
0123456789

e seguindo as regras bem-conhecidas do sistema decimal conseguimos denotar qualquer
um dos nimeros, mesmo que tem uma infinidade deles!

Chamamos esses simbolos de digitos ou algarismos. Para representar os nimeros,
usamos palavras (ou strings) que formamos justapondo esses digitos; essas palavras cha-
mamos de numerais do sistema posicional decimal. Sem contexto, lendo o ‘10’ ja4 temos
uma ambigiiidade: é o numeral 10 ou o niimero dez? Para apreciar essa diferenga ainda
mais, note que o numeral 10, pode representar outro nimero em outro contexto. Por
exemplo, no sistema binario, o numeral 10 representa o namero dois. E a ambigiiidade
pode ser ainda maior lendo “1”: é o numeral 1; o nimero um; ou o digito 1?7 Quando o
contexto é suficiente para entender, ndo precisamos mudar a fonte como acabei de fazer
aqui, nem escrever explicitamente o que é. Note que existem numerais bem diferentes
para denotar esses nimeros: o numeral (romano) XII e o numeral (grego) 3 denotam o
mesmo namero, que em portugués chamamos de doze.

Temos entdo umas pequenas linguagens que nos permitem descrever nimeros. Nao fatos
sobre nimeros. Nem calculos com ndmeros. Numeros. Quais ntumeros? Todos os
nameros naturais (veja §7), cuja totalidade simbolizamos com N e deixamos seu estudo
para o Capitulo 4.

11 Caso contrario vamos voltar a discutir isso numa maneira melhor bem depois, nos capitulos 6 e 16.
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§9. Conjuntos, funcoes, relagoes

Rascunhamos aqui trés tipos importantissimos, s6 para ter uma idéia do que se trata,
pois vamos precisa-los desde ja! Mas cada um deles tem seu proprio capitulo dedicado ao
seu estudo: estudamos conjuntos no Capitulo 8, fungdes no 9, e relagées no 10. Agora,
bora rascunhar!

1.54. Conjuntos. Um conjunto é uma coleccdo de objetos que ji conhecemos. Deno-
tamos um conjunto escrevendo seus membros entre “chaves”’, separados por comas, por
exemplo

{1,2,3}

denota o conjunto cujos membros sdo os numeros 1, 2, e 3. Conjuntos ndo tém seus
membros numa certa ordem; e também nio faz sentido perguntar quantas vezes um
objeto pertence algum conjunto:

{1,2,3} = {3,1,2} = {1,1,3,2,2,1} .

Dizemos que dois conjuntos sdo iguais sse eles possuem exatamente os mesmos membros.
Vamos também usar a notacao

{z | = é um multiplo de 3}

para descrever o conjunto de todos os miiltiplos de 3 e—parabéns para nos—acabamos
de definir um conjunto infinito numa maneira tao curta e simples! A gente 1& o conjunto
acima assim:

«o conjunto de todos os z, tais que x é um multiplo de 3».

Costumamos usar letras maitisculas para denotar conjuntos, mas néo ficamos obsecados
demais com essa costume. Usamos a notacgdo z € A, para afirmar que x é um dos membros
do conjunto A, e escrevemos A C B para afirmar que cada membro de A é um membro de
B (nesse caso dizemos que A é um subconjunto de B). Por exemplo, o conjunto de todos
os brasileiros é um subconjunto do conjunto de todos os humanos. Usamos variagoes da
notagdo em cima como por exemplo

{p:Int | pep+2sdo nimeros primos }

denotando o conjunto de todos os inteiros p tais que p é primo e p + 2 também.
Temos tudo que precisamos para comecar até chegar no Capitulo 8 onde estudamos
mesmo conjuntos e outros tipos de “containers”, notavelmente tuplas:

1.55. Tuplas. Quando temos uns objetos botados numa certa ordem, temos uma tupla.
Denotamos a tupla dos objetos zy,...,z, assim:

(x1,...,Zn) ou (1, ,2n).

Observe que temos
(1,2,3) #(1,3,2)

pois consideramos duas tuplas iguais sse elas concordam em cada posi¢ao.
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1.56. Funcgodes. Funcgoées sao objetos que dados objetos retornam objetos. E comum
usar as letras f,g,h, etc. para denotar fungdes, mas, novamente isso néo é uma regra
inquebravel. Escrevemos

f:A—B

para dizer que f é uma funcao que dada qualquer objeto de tipo A, retorna algum objeto
de tipo B. Dado qualquer z : A, escrevemos  f 2’ ou f(z) para o valor ou saida da f no
x, e chamamos x de argumento ou entrada da f. Observe que fz : B. O objeto fz é
determinado pelo z : A, ou seja, para qualquer x € A, exatamente um objeto é denotado
por f z. Por exemplo, mother(z) pode denotar a mae duma pessoa z. Aqui entendemos
que

mother : Person — Person

onde Person é o tipo cujos habitantes sdo todas as pessoas. Por outro lado, seria errado
pensar que

sister : Person — Person

também é uma fungfo, pois para certos z : Person o sister(z) néo seria determinado!

EXERCICIO x1.15.
Quais sdo esses x € P tais que sister(z) ndo é determinado? Cuidado: tem mais que uma
categoria de z’s “probleméticos”!

(x1.15H0)

1.57. Aridade. Uma funcao pode precisar mais que um argumento: a adi¢do por exem-
plo precisa dois ntmeros para retornar seu valor. A quantidade de argumentos que uma
funcao f precisa é chamada aridade da f. N#o sfo apenas func¢des que tém aridade,
relagdoes também tém:

1.58. Relagdes. Fungoes dadas objetos viram objetos. Relagées dadas objetos viram
proposigdes. Por exemplo

« ¢ a mae de »
é uma relacao de aridade 2, mas

«Stella é a méae de »
«____ & amae de Thanos»

sao relacoes de aridade 1. Para relagdes de qualquer aridade emprestamos a notacéo de
fungdes e escrevemos, por exemplo

MotherOf(z,y) :  «x é a mée de y»
StellalsMotherOf(z) :  «Stella é a mae de x»
MotherOfThanos(z) :  «z é a mée de Thanos».
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D1.59. Notagao (infix, prefix, postfix, mixfix). Especialmente para fungoes e re-
lagoes de aridade 2 usamos também notacao infix em vez de prefix, ou seja, escrevemos o
sfmbolo da funcao ou relagéo entre os seus argumentos em vez de antes. Como exemplo
considere as (+), (=), (<), etc.:

em vez de escrever: +(1,2) =(1+1,2) <(0,+(z,y))
escrevemos: 142 1+1=2 0<z+y.

As vezes também usamos notacéo postfix: exemplo padrao aqui seria a funcéo fatorial
que denotamos por um simples ‘!’ postfixo, escrevendo, por exemplo, 3! em vez de !(3).
Quando escrevemos partes da notacdo do operador e os argumentos intercalados falamos
de notagdo mixfix, por exemplo: if __then_ else_ .

1.60. Aviso (Convencgao notacional). Para enfatizar a diferenga entre fungoes e re-
lacoes, tentarei denotar fungdes com nomes que comecam com letra mintscula, e relagoes
com maiuscula: usarei ‘ mother(z)’ para o objeto (aqui pessoa) «mée de x», e ‘ Mother(z)’
para a proposi¢cdo «x € uma mae». Novamente, essa também é uma convencao que vou
seguir, um costume, e ndo uma regra inquebravel.

§10. Teoremas e seus amigos

1.61. Teorema. Chamamos de teorema uma proposigdo que ja foi demonstrada por
alguém. Entao: que tipo de coisa é um teorema? E uma proposi¢do. E ainda mais,
sabemos que essa proposigdo é verdadeira, pois ja possui uma demonstracdo. Uma
proposicdo P que ndo conseguimos demonstrar ainda, talvez um belo dia alguém vai
demonstrar e assim vamos falar do teorema P, ou pode ser que alguém refute, e logo
sabemos que nao se-trata dum teorema. Mas por enquanto, ndo sabemos se P é um
teorema ou nao.

1.62. Lemma, teorema, corolario. Matematicamente falando entdo nao existe dife-
renca essencial entre lemma e teorema, nem entre teorema e corolario; mas cuidado no
seu uso pois nosso objetivo em matemaética é comunicar, e chamando um teorema de
lemma ou de corolario comunica algo diferente. Pense que estamos tentando demonstrar
uma proposicio que consideramos importante, e provavelmente néo vai ser muito sim-
ples demonstra-la. Chamamos de lemma um teorema que demonstramos para usar em
demonstrar nosso teorema. E assim que demonstrar nosso teorema, talvez para divulga-
lo e falar da importéancia dele, consideramos varias proposi¢des que sdo conseqiiéncias
(faceis) do nosso teorema principal. Esses sdo os corolarios dele.

1.63. Conjectura. Uma proposicao interessante que alguém afirmou e tentou demons-
trar sem conseguir, é uma conjectura. Em qualquer momento pode ser que alguém
consiga demonstrar: nesse caso a proposi¢do vai ganhar o direito de ser chamada um
teorema. Similarmente, pode ser que alguém consegue refutar: nesse caso a proposicao
é mais uma conjectura, pois ja sabemos a resposta (negativa) sobre sua veracidade. J&
no Capitulo 3 (Os inteiros) vamos conhecer umas conjecturas que tém atrapalhado—ou,
entretido—matemaéticos por séculos. O que talvez parega estranho—e eu espero pelo
menos um pouco incrivel para meu leitor—é que existe mais uma possibilidade para “re-
solver” uma tal questdo em aberto: pode ser que alguém demonstre que ndo tem como
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demonstrd-la nem como refutd-la! Mas é cedo demais para analizar mais isso; paciéncia;
durante esse texto vamos ver varios tais exemplos dessa situacdo e acabar entendendo
bem a situacao.

§11. Demonstragoes

1.64. O que é7?7. Vamos comegar com a idéia que uma demonstracdo é uma argumen-
tagdo ao favor duma proposicéo, convincente e sem erros, escrita como um pedaco de
texto, entendivel para uma pessoa que entende as noc¢des matemaéticas envolvidas.

1.65. Linguagem de demonstracao. Normalmente a linguagem que usamos para es-
crever demonstragdes é uma linguagem natural, como grego, portugués, inglés, etc., en-
riquecida saudavelmente por simbolos e notagdes matemaéticas. Além disso, entendemos
essa linguagem como uma coisa mutavel (especialmente aumentével), algo que aproveita-
mos introduzindo novas notacdes, nogdes, convengoes, etc. Infelizmente, especialmente
quando comecamos estudar e fazer matematica, ndo é uma idéia boa ter de lidar com
umas ambigiiidades que as linguagens naturais carregam. Vamos elaborar uma lingua-
gem de demonstracdo, bastante “seca”™—e sem a expressividade nem a beleza que uma
linguagem natural oferece—e traté-la como se fosse uma linguagem de programagdo: va-
mos diferenciar entre linhas de cédigo e comentarios, e identificar certas palavras-chaves,
explicar seus efeitos, como, por que, e quando podemos usar. Exatamente como na lin-
guagem C, por exemplo, temos as palavras while, return, float, switch, else, etc., cada
uma com seu uso correto, sua sintaxe, sua seméntica, etc. A idéia é que uma demonstra-
¢ao escrita em linguagem natural, corresponde “por tras” num texto feito por “linhas de
c6digo” escritas nessa linguagem de demonstragio. Demonstragdes escritas na linguagem
de demonstracao acabam sendo cansativas de ler, sem graca: pode parecer que foi um
rob6 escreveu. Essa seria uma linguagem low-level para demonstrar teoremas. Um dos
nossos objetivos aqui é aprender como ler e escrever numa linguagem high-level, natural e
humana mesmo, mas entendendo em qualquer momento as linhas de cédigo “compiléaveis”
por tras. Elaboramos isso no Capitulo 2 (Demonstragoes), onde estabelecemos nosso sis-
tema de demonstragdes e sua linguagem low-level. No Capitulo 3 (Os inteiros) botamos
isso na pratica e comegamos aumentar o nivel gradualmente; no Capitulo 4 (Recurséo;
indugao) aprofundamos nas idéias de recursio e indugéo e enriquecemos nossa lingua-
gem; no Capitulo 6 (Os reais) continuamos aumentando o nivel, chegando a escrever
numa forma mid-Ilevel ou até um tiquinho mais alta.

1.66. Programando vs. demonstrando. Em muitos sentidos demonstrar e progra-
mar sdo atividades parecidas—tanto que podemos até identifica-las!*? Além disso vou
fazer muitas metaforas usando nogdes de programacio. Caso que o leitor ndo tem ne-
nhum contato com programacao, deveria comecar (aprender) programar em paralelo—
com certeza, mas o que deveria ter dito aqui foi que o leitor sem experiéncia de pro-
gramagao vai perder apenas certos exemplos, metéforas, e referéncias, e nada essen-
cial. Esses exemplos sdo aqui para ajudar o programador, ndo para prejudicar o niao-
programador. No final das contas, o ndo-programador ja se-prejudica sozinho na vida,
pela falta de. .. “progranoc¢io”!

12 Isso nfo 6 um modo de falar, nem um exagero, mas infelizmente vou ter que pedir para bastante
paciéncia no teu lado, pois vamos demorar até chegar a entender essa idéia.
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1.67. Teses vs. hipoteses. «Tese» vem da grega #éoic e similarmente «hipdtese» da
palavra vmddeoic. Tese significa posicdo, e nesse sentido também opinido. Tu tens uma
tese sobre um assunto, e queres argumentar para defendé-la. O prefixo «Umo-» (hipo-)
denota uma idéia de embaizo de. O equivalente prefixo latino (e usado em portugués) é
o «sub-». Hipoteses entao sao su(b)posi¢oes, ou seja, afirmagoes “embaixo” da tese: as
proposicoes de quais a tese depende.

§12. Axiomas e nogdoes primitivas

1.68. Uma crianga ‘“chata”. Imagine tentando convencer uma crianga sobre alguma
proposicédo P:

- P.

— por que P?

— P pois Q.

— E por que Q7

— @ pois R.

— E por que R?

Quem conversou com uma crianga sabe que ndo tem como ganhar nesse jogo. Nao tem
como justificar tudo: esse dialogo continuando nessa forma nunca vai terminar. A idéia
é que nosso “oponente” ou “inimigo” (nesse exemplo a crianga) vai continuar duvidando
qualquer uma das novas proposicées que usamos em nossa argumentacio, até finalmente
chegar em algo que concorda aceitar. Talvez no exemplo da crianca chegando numa
afirmacao do tipo «comer sorvete é bom» faria o dialogo terminar:

— ...pois comer sorvete é bom.
— Ah sim, faz sentido.

1.69. Um exemplo: geometria euclideana. Euclides na Grécia antiga elaborou, in-
vestigou, e estabeleceu o que chamamos de geometria euclideana. Uma das mais impor-
tantes idéias que temos desde entédo é a percepcao que precisamos deixar claro quais séo
nossos axiomas, e trabalhar para elaborar nossa teoria, investigando suas conseqiiéncias:
os teoremas. Similarmente, separamos as nog¢des primitivas que aceitamos sem definir
formalmente, e as usando continuamos em aumentar mais e mais nosso vocabulério. As
nogdes primitivas da geometria euclideana séo os pontos e as linhas (retas). E também
a relacao entre pontos e linhas seguinte:

«0 ponto pertence & linha ».

Nao definimos o que significa ser um ponto; nem ser uma linha; nem o que significa
que um ponto pertence alguma linha. De fato, Euclides tentou dar uma intui¢do, uma
descripcao informal sobre suas noc¢des primitivas em vez de escrever algo do tipo

Essas aqui sdo nogoes primitivas, ndo me perguntem o que significam;
aceitem.
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A partir dessas nogdes primitivas, podemos definir conceitos interessantes. Por exemplo,
em vez de adicionar como primitiva a nocdo de linhas parallelas, podemos realmente
definir o que significa ser parallela, numa maneira que a crianca chata do exemplo acima
um belo momento cairia apenas em nocoes primitivas e néo teria como continuar com
seus «e o que é...7».

EXERCICIO x1.16.
Defina o que significa ser parallelas. (xL.I6HO)

§13. Expressoes de aritmética

1.70. Expressoes sintacticas e sua semantica. Aprendendo aritmética queremos
expressar niimeros numa maneira mais interessante do que simplesmente usar os proprios
nomes deles: ‘24 5’, por exemplo, é uma expressdo de aritmética. Podemos pensar que
essas expressoes acabam denotando ntmeros: a expressdo ‘2 + 5’ denota o numero 7.
Alternativamente podemos usé-las para denotar os proprios calculos: a expressio ‘2 + 5’
denota o cdlculo de somar o 2 com o 5. E nesta paragrafo estou usando o 2 + 5’
para referir a propria expressio sintactica mesmo. Mas em todos essas interpretacoes
as expressoes de aritmética denotam objetos (ntiimeros ou célculos ou até elas mesmo) e
ainda n&o temos como expressar afirmacdes sobre eles.

1.71. Semantica denotacional. As expressoes fazem parte da sintaxe duma lingua-
gem (aqui, duma linguagem de aritmética). Uma semantica atribui um significado para
esses objetos sintacticos. J& encontramos trés exemplos acima: uma interpretou a ex-
pressdo como ntimero, outra como calculo, outra (trivial) como um string mesmo. Vamos
voltar a esse assunto varias vezes, uma das mais interessantes sendo quando analizaremos
essas idéias no contexto de linguagens de programacéo (Capitulo 21).

§14. Expressoes aritméticas: sintaxe vs. seméantica

1.72. Precedéncia. Considere agora a expressao
14+5-2

que envolve os numerais 1, 5, e 2, e os simbolos de fungdes (+) (adi¢do) e () (multipli-
cacdo). O que ela representa? A multiplicagdo de 1+ 5 com 2, ou a adi¢do de 1 com
5-27 A segunda opcao, gragas a uma convengio que temos—e que vocé provavelmente ja
encontrou na vida. Digamos que a () “pega mais forte” do que a (+), entdo precisamos
“aplicé-la” primeiro. Mais formalmente, a (-) tem uma precedéncia mais alta que a da (+).
Quando nao temos convengdes como essa, usamos parenteses para tirar a ambigiiidade
e deixar claro como parsear uma expressao. Entdo temos

(1+5)-2#14+5-2=1+(5-2).
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1.73. Associatividade sintactica. E a expressiao
1+5+2

representa o qué? N&o seja tentado dizer «tanto fazy, pois mesmo que as duas razoaveis
interpretacoes
(1+5)+2 e 1+(5+2)

denotam valores iguais, elas expressam algo diferente:

(1+5)+2: adicione o1+5 com o 2;
1+(5+2): adicione o1 com 05+ 2.

Ou seja: a intensdo é diferente, Entdo. . .

(1+5)+2il+(5+2)

Como expressoes (a sintaze) sdo diferentes; como intensdes também; como wvalores (a
semdntica) sdo iguais, pois denotam o mesmo objeto: o nimero oito. Como ja discuti-
mos (§5) em matematica ligamos sobre as denotagoes das expressdes, e logo escrevemos
igualdades como

(1+5)+2=6+2=8=1+7=1+(5+2).

Lembre que o simbolo ‘=’ em geral denota igualdade seméntica: A = B significa que os
dois lados, A e B, denotam o mesmo objeto. Querendo representar igualdade sintactica,
as vezes usamos outros simbolos. Vamos usar o ‘=’ agora, de modo que:

1+2=3 mas 142 #3;
(1+5)+2=1+(5+2) mas (14+5)+2#1+(5+2); etc.

Voltando & expressao ‘1 + 5 + 2’, precisamos declarar uma associatividade esquerda ou
direita. Vamos concordar que ‘a + b+ ¢’ representa a expressdo ‘((a + b) + ¢)’, ou seja,
atribuimos a (+) uma associatividade esquerda. Mas (+) nao é uma operagao associativa?
Sim, e isso implica que como valores,

((a+b)+c)=(a+ (b+c)).

Essa associatividade é uma propriedade matematica (algébrica) da operacdo (+). Umas
operagoes binarias possuem essa propriedade e as chamamos de associativas (e.g. adigéo,
multiplicagdo) e outras ndo (e.g. exponenciagdo). Por outro lado, a associatividade
que declaramos acima ndo ¢ uma propriedade da operagdo, ndo ¢ uma proposi¢do para
demonstrar ou refutar ou nada disso. E sim uma defini¢do sintactica, e logo chamamos
de associatividade sintdctica. Sem essa convencgio ‘a + b+ ¢’ néo representaria nenhuma
expressdo de aritmétical

EXERCICIO x1.17.
Sejam a, b, c niimeros naturais. Usando ‘=’ para igualdade seméntica e ‘=’ para igual-
dade sintactica, decida para cada uma das afirmagoes seguintes se é verdadeira ou falsa:
(i) a+b+c=a+(b+c)
(ii) a+b+c=(a+b)+c
(iii) a+b+c=a+(b+c)
(iv) a+b+c=(a+b)+c
(v) 2-0+3=0+3
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) 2:0+3=0+3
) (2:0)+3+0=1+1+1
viii) 2:0+3=1+1+1
(ix) 2:0+3=2-(0+3)
)
(xi)
)

x) 2:0+3=2-(0+3)
xi) 2-04+3=(2-0)+3
(xii) 1+2=2+1

(x1.17HO)

» EXERCICIO x1.18.
Verdade ou falso?:
A=B =— A=1B

(x1.18HO)

§15. Linguagem vs. metalinguagem

1.74. (Meta)linguagem. J& encontramos o conceito de linguagem como um objeto de
estudo. Logo vamos estudar bem mais linguagens, de logica matemaética, estudar lingua-
gens de programacao, etc. E preciso entender que enquanto estudando uma linguagem,
esse proprio estudo acontece também usando uma (outra) linguagem. Aqui usamos por
exemplo portugués,'® demonstrando propriedades, dando defini¢oes, afirmando relacoes,
etc., de outras linguagens que estudamos, como da aritmética, de légica matematica, de
programacao, etc. Para enfatizar essa diferenca e para tirar certas ambigiiidades, cha-
mamos linguagem-objeto a linguagem que estudamos, e metalinguagem a linguagem que
usamos para falar sobre a linguagem-objeto. Note que todos os simbolos ‘ <—’, ‘=",
e ‘ <" fazem parte da metalinguagem, e ndo é para confundir com os ‘<7, ‘=’ e ‘¢’
que geralmente usamos como simbolos de certas linguagens formais de logica.

1.75. (Meta)variavel. Imagine que vocé trabalha como programador e teu chefe lhe
pediu fazer uma mudanca no cédigo de todos os teus programas escritos na linguagem
de programacao C. Ele disse: «Em todo programa teu II, substitua cada variavel o de
tipo 7 que aparece no codigo fonte por a_of_7.» «Por exemplo,» ele continuou abrindo o
programa no seu editor, «essa varidvel aqui i que é de tipo int, precisa ser renomeada
para i_of_int; e essa count também para count_of_int; e essa mean de tipo float, para
mean_of _float, etc.».

Nesse pedido—obviamente sem nocéo, algo muito comum em pedidos de chefes de
programadores—aparecem duas “espécies” de variaveis diferentes: as II, «, e 7 sdo varia-
veis de uma espécie; as i, i_of_int, count, count_of_int, mean, e mean_of _float de outra.
Chamamos as II, a, e 7 de metavaridveis, pois elas pertencem a metalinguagem, e néo
a linguagem-objeto, que nesse exemplo é a linguagem de programagao C. Observe que
a metavariavel II denota programas escritas na linguagem-objeto (C) a metavariavel o
denota varidveis de C, e a metavariavel 7 denota tipos da C.

13 quase
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§16. Abreviagoes e agtiicar sintactico

EXERCICIO x1.19.
Tente gerar a expressao
(1+5)-2

usando a Gramatica 1'4.103.

1.76. Abreviagdes. Seguindo nossa Gramatica 1'4.103, cada vez que escrevemos um
operador binario comegamos e terminamos com ‘(’ e ‘)’ respectivamente. Logo, ‘1 + 2’
nem é uma expressio gerada por essa gramatica! Mas como é tedioso botar as parenteses
mais externas, temos a convengdo de omiti-las. Logo, consideramos a ‘1 +2’ como uma
abreviagdo da expressao aritmética ‘(1+2)’. Entdo qual é o primeiro carater da ‘142’7 E
sim o ¢ (7, pois consideramos o 1+2 apenas como um nome que usamos na metalinguagem
para denotar a expressdo aritmética ‘(1 + 2)’, que pertence a linguagem-objeto.

1.77. Cuidado. Nio se iluda com a palavra “abreviacdo” que usamos aqui: uma expres-
sao pode ser mais curta do que uma das suas abrevia¢des! Nosso motivo néo é preguica
de escrever; mas sim ajudar nossos olhos humanos a parsear.

1.78. Agiicar sintactico. Querendo enriquecer uma linguagem com um novo conceito,
uma nova operacio, etc., parece que precisamos aumentar sua sintaxe para adicionar
certos simbolos e formas para corresponder nessas novas idéias. Mas isso ndo é sem-
pre necessario. Por exemplo, suponha que trabalhamos com a linguagem da Grama-
tica I'4.104, e queremos usa-la com sua interpretacdo candnica, onde suas expressoes
aritméticas geradas denotam realmente as operagdes que conhecemos desde pequenos.
Agora, queremos adicionar uma operac¢do unaria S, escrita na forma prefixa, onde a idéia
é que Sn denota o sucessor de n (o proximo inteiro):

Su,

Sn = n+1

[

Nesse caso, em vez de realmente alterar a sintaxe da nossa linguagem, podemos definir
como acticar sintactico o uso de S tal que, para qualquer expressao aritmética a, o S«
denota a expressio (a + 1). Por exemplo, S4 é apenas uma abreviagdo para o (4+1), e
S$54 s6 pode denotar o ((4+1)+1).1 Agucar sintactico é muito usado em linguagens de
programagao, para agradar os programadores (que ganham assim um mecanismo “doce”
para usar nos seus programas) sem mexer e complicar a linguagem de verdade. Para
um exemplo mais perto da vida real, imagine que numa linguagem orientada a objetos,
certos objetos escutem as mensagens ‘.set(7,v)’ e ‘.get (1)’ a idéia sendo que utilizamos
a primeira método para atribuir o valor v & posicao i e a segunda para solicitar em tal
posicdo. Mas ninguém merece escrever isso, e logo introduzimos:

«
c
[

ali] = v a.set(i,v)

alil

)
c
5]

a.get (i)

Observe que esse agicar nao é um simples search and replace do padrao ‘ali]’, pois seu
sentido muda dependendo de se aparece no lado esquerdo duma atribuigdo (primeira
linha) ou néo (segunda linha).

14 Percebeu que esse o aqui ¢ uma metavariavel?

(x1.19HO0)
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» EXERCICIO x1.20.

Mostre como um while loop pode ser implementado como agiicar sintdctico numa lin-
guagem que tem for loops mas nédo while loops, e vice versa. (x1.20H12)

» EXERCICIO x1.21.
Mostre como um for loop no estilo da linguagem C pode ser implementado sem usar
nenhum dos loops disponiveis em C (for, while, do-while). (x12111)

§17. Arvores de derivacao

1.79. Parsing. Lendo uma expressdo “linear” como a ‘1 +5 -2’ ndés a parseamos para
revelar sua estrutura, freqiientemente representada numa forma bidimensional, como
uma arvore sintactica. Temos entdo as arvores:

(+) )
1+6-2 ~ (1) () (14+5)-2 ~ a (2)
& @ ONO

N&o vamos usar mais este tipo de arvore sintictica nessas notas.

1.80. Arvores de derivagdo. Em vez, vamos usar drvores de derivagdo como essas:

52, 15
1 (5-2) (1+5)
6.2 (1+5)-2

4,

()

Sendo esse nosso primeiro contato com arvores sintacticas, vou explicar em detalhe como
as escrevemos. Comegamos entdo com a expressdo (linear) que queremos parsear:

(1+5)-2.

Gracas a sua paréntese, o “operador principal” (o mais “externo”) é o (-) . Isso quer dizer
)
que, no final das contas, essa expressdo representa uma multiplicacdo de duas coisas.
Exatamente por isso, reduzimos essa expressio em duas novas, escrevendo uma linha em
b b
cima dela, onde temos agora dois lugares para botar essas duas coisas. No lado da linha,
escrevemos sua “justificativa”

(_1+5)~_2 '

e nos dois buracos que aparecem botamos as expressoes que estao nos lados desse (-):

(1+5) 2
(1+5)-2
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Agora ‘2’ ja é uma expressdo atémica (ou seja, inquebréavel), mas a ‘(1+5)’ ndo é; entao
repetimos o mesmo processo nela:

Chegamos finalmente na arvore

(1+5)
(1+5)-2

que mostra como a expressdo aritmética ‘(1 +5) -2’ que é a raiz (ou root) dessa arvore é
composta por os numerais 1, 5, e 2 que sdo as suas folhas (ou leaves).

Q1.81. Questao. Mas, como assim “de derivagdo’? O que derivamos?

Resposta. Podemos visualizar a arvore acima como uma derivac¢do (demonstragédo!) da

afirmagao «‘(1+5) -2’ é uma expressdo de aritmética» que podemos simbolizar assim:
(14+5)-2: ArExp.

Cada node da arvore (incluindo sua raiz e suas folhas) sao afirmagoes, mesmo se a parte
de afirmar fica invisivel (implicita). Aqui todas as nodes tém a mesma parte invisivel.
Aqui a mesma arvore com nada invisivel:

1: ArExp 5 : ArExp (+4)
(1+5): ArExp
(145)-2:ArExp

2 : ArExp

§18. Mais erros

1.82. De logica. Uma argumentagio errada envolve concluir algo que ndo segue neces-
sariamente pelas premissas usadas: talvez usamos incorretamente uma hipotese, talvez
reduzimos incorretamente nosso alvo para outro, ...Assim, ndo conseguimos convencer
uma pessoa que sabe pensar sobre a validade da nossa tese. Em termos de programa-
¢ao, nosso programa (i.e., nossa demostragao) nao compilou! Durante esse texto vamos
encontrar e discutir varias faldcias, ou seja, erros comuns em argumentagio, mas nao
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vamos focar agora em criar e discutir uma lista de faldcias aqui. Logo no Capitulo 2
estudaremos qual é a maneira correta de raciocinar e demontrar proposi¢oes e também
discutimos umas falacias comuns (§40). Mas s6 pra te dar uma idéia desde j4, vamos ver
um exemplo duma argumentagao.

EXEMPLO 1.83.
Considere a inferéncia seguinte, que quer convencer alguém sobre a tese que uma certa
arvore é uma oliveira.

«Oliveiras tém azeitonas.
Essa arvore tem azeitonas.
Portanto, essa arvore é uma oliveira.»

Aqui a partir das hipoteses nas duas primeiras linhas, inferimos a tese (terceira).

Q1.84. Questao. Ta tudo OK com essa inferéncia?

Resposta. Nao, a inferéncia ta erradissima, mesmo que sua conclusdo—por sortel—
acontece que é valida: o processo de inferi-la, ndo foi! Compare com:

«Jogadores de basquetes sao fortes.
Esse homem é forte.
Portanto, esse homem é jogador de basquete.»

Observe que a estrutura da inferéncia é exatamente a mesma com a anterior. N&o
parecida; mesma! Outra maneira: substitua a palavra ‘arvore’ pela palavra ‘pizza’ na
argumentacéo original.

1.85. De matematica. Usando propriedades invalidas, erros em calculos, etc. Nao tem
muita coisa para discutir sobre esse tipo de erro: ficar acordado ajuda evita-los.

1.86. De semantica. Isso acontece quando o que escrevemos realmente significa algo,
mas ndo o que temos na nossa cabeca. E quando um programador escreveu seu cogido e
ele compilou “com sucesso”, mas o programa que foi criado nao faz o que ele queria. Isso
acontece muito dando defini¢bes como discutimos na Sec¢ao §4.

1.87. De ética e de estética. Meio brincando, quero analizar mais dois tipos de erros.
Erro ético é uma escolha de nome ou notacéo desonesta, que ajuda o leitor—ou até o
escritor—errar. Erro de aestética seria uma escolha de nome ou notacdo que quebra um
padrao ou uma convencéo estabelecida; algo que introduz uma complexidade desneces-
saria. Um bom programador dedica grande parte do seu tempo na escolha de nomes
para suas variaveis, suas fungdes, etc. Um nome bom deve ajudar em pensar, carregar
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informagéo correta sem ficar pesado ou cansativo para usar, etc. Com pratica tu deves
desenvolver um bom gosto nisso!

EXEMPLO 1.88.
Considere a frase:

«Para quaisquer a,z,y € Z se a divide z e = divide y entao a divide y.»

A escolha de nomes dessas varidveis néao faz sentido nenhum. Queremos trés nomes para
os trés inteiros que estdo na mesma situacdo, moram no mesmo bairro, sdo parentes da
mesma familia. N&o faz sentido quebrar a norma alfabética pegando um nome do bairro
dos a,b,c, ... e outros dois do bairro dos z,y, z,.... Outra:

«Seja n um numero real e seja x o menor natural tal que n < z.»

Aqui temos um natural e um real e escolhemos a letra ‘n’ para o real. Bizarro.

§19. Nivel coracao e palavras de rua

terminar

O maior objetivo deste texto é te ajudar elaborar teu entendimento de matematica nos
dois niveis. N#o faz sentido pensar que esses dois lados estdo combatendo um o outro.
Eles se ajudam e se completam, e estdo dando & matemaéatica sua elegincia e beleza
caracteristica.

1.89. Dois niveis de entendimento.
Escrever

1.90. Nivel coragao.
Escrever

1.91. Conselho (palavras de rua). Vamos dizer que acabamos de definir um objeto.
Entéo crie um apelido legal para esse objeto. Sinta-se & vontade virar de melhor amigo
até um bully. Quais sdo as propriedades que ele tem? O que caracteristico sabemos
dele? E um conjunto? Entéo...se fosse um time, qual seria o nome dele? Se fosse uma
banda, uma empresa, um vilarejo? E esses membros que ja temos mencionado nele,
como traduzem na nossa metéafora? E uma funcao? Talvez algo que termina em -or(a)?
E uma relacdo? Entao invente uma giria significativa para a “situacéo” descrita por ela.
Use tua imaginag&o, teu humor, inspira-se de coisas que tu conhece bem e que tu gosta.
Quando puder, tente fazer isso em mais que uma maneira: no teu bairro entfo o tal
objeto ganhou esse apelido; quais outros apelidos tu acha que ele tem em outros bairros?
Cada apelido, cada giria, € mais uma ferramenta valiosa para pensar; nao subestime esse
processo! E muitas vezes, uma metafora boa num contexto, que nos ajudou pensar e
chegar numa idéia linda, pode acabar nos limitando em outro, ou, até pior, nos ajudar
errar, nos levar para caminhos intteis, etc.
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1.92. Lado mecéanico. Ai chega o outro lado do entendimento que néo vai nos permitir
ser enganados e levados por esses caminhos errados. E, alem disso, nos momentos que
nossas metaforas néo nos ajudam, ou que simplesmente néo temos nenhuma maneira “de
rua” para descrever e pensar, ele pode nos dar o apbéio para andar uns passos no jogo,
seguindo agora nossa intuigéo elaborada jogando o jogo e conhecendo suas regras.

1.93. Conselho (jogo formal). No Capitulo 2 estudamos os principais conectivos de
légica que mais usamos em mateméatica. L& enfatiso o ponto que matematica pode ser
vista como um jogo formal, com suas regras e seu objetivo: o jogador joga escrevendo
demonstragoes e defini¢des, seguindo as regras do jogo. Como tu vai ver, temos até um
tabuleiro (de Dados/Alvos) e cada “movimento” no jogo é uma linha, que altera o estado
desse tabuleiro. Quando tu ta tentando escrever ou entender uma demonstragéo, fique
atualizando esse tabuleiro no tew rascunho, com cada linha escrita ou lida!

99 6

D1.94. Notagao. Para enfatizar que estou. . . “caindo”, “subindo”, ou “entrando” ao nivel
coragio, decoro os simbolos correspondentes com um Q. Aqui uns exemplos imaginarios
para ilustrar:

r 2 o arbito; f(z) ~ g(x) =2 2 é triste;

a2 os goleiros; u<v é u observa v;
9(T) 2o goleiro do T; r=g(A) é o arbito é o goleiro do A4;
N(z) £ o bairro do z; N(xz) = N(y) é x,y s@o vizinhos.

Leitura complementar

Matematica elementar: [Sim03] (para uma revisao rapida); [Lan98] (para uma (re)visdo
com mais detalhes).

Sobre geometria euclideana: [Euc02], [CG67]; [Har10].

Mais sobre falacias: [Wik20].

Sobre linguagens: [Curl2: Cap. 2].



CAPITULO 2

DEMONSTRACOES

terminar e arrumar

Neste capitulo estudamos varios tipos diferentes de proposicoes, e para cada uma discutimos qual
é a maneira correta de usa-la para inferir algo novo, e também o que conta como argumentagio
valida para demonstré-la. Para cada proposicao precisamos saber:

e como ataca-la;
e como usa-la.

Aqui atacar significa progressar em demonstrar, e nesse contexto matar um teorema é siné-
nimo de demonstrar um teorema.'® (Lembra do ttmulo ‘F de Halmos?) A partir dessas “regras
principais” e talvez outros principios de légica podemos derivar mais maneiras de usar ou de
demonstrar proposigoes. Para realmente aprender como demonstrar teoremas, existe apenas um
caminho: demonstrando. E vamos fazer isso no resto desse texto mesmo. Nosso objectivo aqui
nao € estudar profundamente estratégias de demonstragio num contexto abstrato, mas apenas
introduzir umas idéias e estabelecer uma terminologia e metodologia para nos ajudar demonstrar
teoremas e falar sobre demonstragdes. Durante esse capitulo vamos desenvolver uma lingua-
gem de demonstracdo e usa-la como um “backend”, uma low-level linguagem em qual as nossas
demonstracoes escritas numa linguagem mais humana “compilam”.

diss truth tables
§20. Demonstracoes, jogos, programas

2.1. Existem vérias maneiras de usar jogos para estudar demonstragoes. Num dos mais
comuns, é selecionada uma afirmacao e dois jogadores estdo jogando um contra o outro:
um acredita na afirmacao e estd tentando demonstra-la; o outro nfo, e esta tentando
refuta-la. Muitas variagoes disso existem e correspondem principalmente em alteracoes
da “logica por tras”.

2.2. Mas aqui vamos usar terminologia de jogos numa maneira diferente, onde o jogo é
jogado s6 por vocé mesmo, como um jogo de Solitaire ou de Minesweeper.'6 Tu estas
jogando com um ou mais alvos, onde cada alvo é uma afirmagio matematica que tu estas
querendo mata-la (demonstrar). Para conseguir isso, tu tens na tua disposi¢do: certas

15 Vamos pegar emprestada muita da terminologia de jogos e de programag¢ao para nos ajudar comunicar
certas idéias.

16 Podes visualizar esses jogos como jogos de 2 jogadores onde teu oponente s6 joga uma vez (e joga
primeiro) escolhendo a ordem das cartas no caso de Solitaire ou onde botar as minas no caso de Minesweeper.
Apos disso, quem joga é apenas vocé.
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armas: os seus dados (hipoteses), definigdes, teoremas, etc., e finalmente a propria ldgica,
que é representada aqui por as prdprias regras do jogo. O jogo é feito numa maneira que
se ndo roubar (ou seja, se seguir as regras), entdo tua demonstragéo realmente estabelece
a veracidade dos teus alvos.

2.3. Cadé o compilador?. Um dos maiores problemas em nossos primeiros contatos
com matematica de verdade, é “roubar sem querer”. Em programacao, o compilador
assume bastante um papel de regulador que ndo nos permite roubar. O desafio em
matematica é que, escrevendo uma demonstragdo, estamos assumindo o papel tanto
do programador quanto do compilador. No inicio isso pode aparecer uma carga muito
pesada, mas praticando acaba sendo algo natural. No mesmo sentido, o programador
iniciante “briga” com o compilador o tempo todo, e com mais experiéncia ele assume
(conscientemente ou ndo) cada vez mais um papel de compilador mental também, e
acaba brigando cada vez menos com o compilador da sua méaquina.

2.4. O jogo e seu tabuleiro (REPL). Podemos pensar que o jogo acontece em duas
partes. A primeira parte é a «Demonstracio»: E aqui que o jogador (vocé) joga, onde
cada movimento é escrever uma frase mais nessa parte. Chamamos essa parte também
de proof script. A segunda parte é a tabela de Dados/Alvos. O enunciado do teorema
que queres demonstrar cria o contexto da prova, ou seja, ele estd deixando claro quais
s@o os dados, e qual (ou quais) os alvos. Com cada movimento—ou seja, frase escrita na
parte «Demonstragao»)—a tabela dos Dados/Alvos muda para refletir a situagao atual
do jogo: o estado (ou state). Novos dados podem ser adicionados, uns alvos podem ser
matados, outros nascidos. O jogo termina quando n&o tem mais nenhum alvo vivo.
As partes do jogo e seu tabuleiro parecem assim entao:

Demonstracio Dados Alvos

EXEMPLO 2.5.

Nesse exemplo encontramos uma demonstragdo dum teorema sobre inteiros. Neste mo-
mento apenas siga essa demonstracao, movimento-por-movimento, para entender a idéia
desse jogo e nada mais. A afirmagdo que queremos demonstrar é a seguinte:

«Todos os quadrados de impares sdo impares.»

Primeiramente precisas entender bem a forma do teu alvo:

2

(Vn:Int)[n impar = n® impar |

Bora comegar jogar entéo!

Demonstracao Dados Alvos
(Vn : Int)[n impar = n? impar |
Comegamos com nossa primeira linha:
Demonstracio Dados Alvos

Seja x inteiro. x:Int (Vn : Int i n° impar
r fmpar = 22 impar
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Demonstracio Dados Alvos
Seja x inteiro. z:Int x impar =>—7r>Tmpar
Suponha x fmpar. x fmpar 22 fmpar

Neste momento, olhamos para o tabuleiro de Dados/Alvos e anotamos, como rascunho,
o significado dumas dessas afirmagdes.

Demonstracao Dados Alvos
Seja z inteiro. x:Int x? impar
Suponha z fmpar. x fmpar )
() (3a:Int)[2® =2a+1]

(Fk : Int)[x = 2k + 1]

Poderiamos escrever uma linha de comentdrio na nossa demonstracio, mas por enquanto
quero mostrar apenas as linhas de cddigo mesmo.

Demonstracio Dados Alvos
Seja x inteiro. x:Int x? impar
Suponha z impar. x impar ()3
Seja k : Int tal que = = 2k + 1. .
! " due N k: Intk (Ja:Int)[2® = 2a +1]
r=2k+1
Demonstracido Dados Alvos
Seja z inteiro. x:Int x? {mpar
Suponha z impar. x impar (3
Seja k : Int tal que =z = 2k + 1. k- Int )
Calculamos: v =%k 41 (3a:Int)[2* = 2a +1]
2% = 2(2k% + 2k 1
22 = (2k +1)? . (2k7+2k) +
=4k® + 4k + 1

= 2(2k? + 2k) + 1

Demonstracao Dados Alvos
Seja z inteiro. x:Int 2% impar
Suponha z fmpar. x impar ()3
Seja k : Int tal que = = 2k + 1. k- Int 9
. ’ da:Int) |2 =2a+1
Calculamos: v =2k 41 ( )| ]
2 =2(2k2 + 2k 1
r? = (2k + 1)? v (247 +2k) +
) 2% impar
=4k +4k+1

= 2(2k* + 2k) + 1
Usando o inteiro 2k? + 2k,
temos que z2 é impar. |

Matamos todos os alvos—s6 tinha um—entdo podemos concluir que o que queriamos
demonstrar, foi demonstrado (ou seja: é um teorema mesmo).
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2.6. Observacgao. O texto que a demonstracao acabou sendo talvez pouco feio. Parece
escrito por um rob6 que nao entende nada (mas mesmo assim ¢é eficaz). N&o costuma-
mos escrever demonstragoes nesse jeito. Em vez disso, um texto “real e humano” que
corresponde nessa demonstracao seria algo do tipo:

Seja z inteiro impar, e logo seja k € Z tal que z = 2k + 1. Preciso
mostrar que x? é impar também. Calculamos:

22 = (2k+1)% = 4k + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Como 2k? + 2k € Z, logo 22 é impar.

Mesmo assim, é importante entender o “backend” e esse lado dindmico duma demonstra-
¢do, em termos da tabela “Dados/Alvo(s)” e das mudangas que estdo acontecendo nela.
Entéo quando tu vai escrever tuas préoprias demonstragdes, pelo menos no inicio, podes
aproveitar um rascunho para fazer teu bookkeeping, escrevendo e apagando coisas nele
com cada frase que escreveu na tua prova. Com mais experiéncia, esse processo vai virar
automético e subconsciente.

2.7. REPL. Muitas linguagens de programacao hoje em dia tém REPL: Read-Eval-
Print Loop. Comecou em LISP e é exatamente o que ele promete. Um programa que:
(1) 1é expressdes (em geral escritas pelo usuario); (2) calcula para achar o valor da ex-
pressdo; (3) imprime o valor (4) loop para o (1). Executando o programa python por
exemplo, abrimos uma sessdo com o REPL da linguagem Python, e brincamos com o
sistema. Abrindo o REPL certas coisas ja estdo definidas e carregadas na memoria, e
muitas vezes abrimos ja especificando um script, um arquivo que contem linhas de cédigo
e que ja defina varias coisas na nossa linguagem. Podemos pensar que uma demonstra-
¢do é parecida com uma sessdo num REPL, onde o script carregado é o enunciado da
demonstragédo, e cada linha que escrevemos na demonstragdo corresponde numa linha
que o programador escreveria no REPL. Uma diferenga é que o demonstrador precisa
assumir o papel de tanto do escritor quanto do sistema, n&o vai ver nada impresso, e
nenhum céalculo vai ser feito para ele; tudo por ele mesmo. Consideramos entdo que
os célculos utilizados fazem parte da demonstracao, e precisamos justificar cada passo
deles. Obviamente certos passos deixamos sem justificativa se as consideramos 6bvias,
mas veja também o Nota 2.30.

2.8. Linha de cédigo vs. comentario. Vamos continuar pouco ainda mais essa me-
tafora relacionada a programagio. Lendo um texto de demonstracgio certas partes valem
como linhas de codigo e outras como comentéarios. Linhas de cédigo tem efeito no ta-
buleiro do jogo: mudam algo nos alvos ou nos dados. Comentéarios servem o mesmo
propoésito em programagao: ajudar o leitor (humano) do nosso codigo entender nossa
idéia e seguir nossos passos; ndo fazem parte da demonstragio; nado oferecem nenhum

progresso. Com pratica—e dependendo de quem é o teu alvo (leitor)—tu vai ganhar
uma nocao de onde botar um comentério, quao detalhado deveria ser, etc.!”

2.9. Keywords. Cada linguagem de programacio tem seus reserved keywords que,
quando usados corretamente formam expressoes e outras construgdes da linguagem para
finalmente virar um programa. Por exemplo uns keywords de C seriam os if, while,

17 Cuidado pois existe um mau habito de decorar programas com comentarios demais, e 0 mesmo problema
pode acontecer com demonstragoes. Tanto em programacio quanto em demonstragéo a dica é a mesma sobre
escrever comentarios: escreva um comentdrio apenas se sua falta deixaria o leitor confuso. Seja laconico.
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int, void, switch, etc. Observe que tem véarias categorias sintacticamente corretas: ex-
pressoes, comandos, literais, etc., e a gramatica da linguagem nao nos permite trocar
uma frase duma categoria para uma frase de outra. Uma frase da categoria declaracdo
de varidvel, por exemplo, precisa comegar com uma frase da categoria tipo (por exemplo
‘int’ seguida por uma frase da categoria varidvel (por exemplo ‘x1’) e terminar com o
‘;7. Assim foi formada a declaragéo

int x1;

Lembra que falei que demonstrar e programar é a mesma coisa? Bem; em demonstragoes,
é a mesma coisa!l Temos as categorias de frases, os keywords, e as regras que precisamos
seguir para escrever frases bem formadas, e também as regras de légica que precisamos
respeitar, se é pra nosso codigo “compilar” e servir o seu propésito. Exemplos de keywords

»ow »ow

sao “seja’”, “ou’”, “suponha’”, “tal que”, etc.

§21. Atacando a estrutura légica duma proposigao

Enquanto nosso alvo néo é atdémico, podemos ataca-lo numa maneira direta, “batendo
na logica” mesmo. Similarmente, tendo dados nao atéomicos podemos usa-los na nossa
demonstragéo considerando a estrutura loégica deles.

EXERCICIO x2.1.

Até agora encontramos como usar os 3, A e como atacar os V,3,—. Para cada um dos
conectivos que ainda ndo achamos como usar ou atacar, pense em: o que tu podes
escrever na tua demonstragio; o que efeito tem nos dados; e o que nos alvos.

Usar Atacar

Va () ? «Seja u.»
Novos dados: u
Novo alvo: ¢(u)

Jz () «Seja u tal que p(u).» «Demonstrarei ¢(u).» (eu escolho o u)
Novos dados: u, p(u) Efeito nos dados: —
Efeito nos alvos: — Novo alvo: ¢(u)

PAY ?

Novos dados: ¢, 9
Efeito nos alvos: —

PV ? ?
o= ? «Suponha ¢.»
Novo dado: ¢

Novo alvo: 9

- ? ?

(x2.1HO)
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§22. Igualdade

2.10. Leis da igualdade. Aceitamos como parte da nossa légica que a igualdade é:
reflexiva, simétrica, e transitiva:
REFL a=p a=p B=n

B—q 5M a=7 TRANS

o =«

Além disso, aceitamos a lei de substitui¢do: em qualquer formula ou qualquer termo
podemos substituir um subtermo por um igual sem mudar o significado da formula ou
termo.

2.11. O que eu ganhei?. Ganhando como dado o a = 3, tu agora podes substituir «
por 3 e vice versa em qualquer contexto que eles aparecem!

2.12. Como atacar?. Simples: pega um lado, e calcule até chegar no outro! As vezes
fica dificil enxergar um caminho direto de a pra §; nesse caso tente pegar um lado até
chegar num ponto v; depois pega o outro lado e se conseguir chegar no mesmo ponto +,
teu alvo ja eral

§23. Real-life exemplos: divisibilidade

Para brincar com algo da “vida real”, vamos definir a relacio de dividir entre nimeros e
demonstrar varios teoremas relacionados.

espalhar os teoreminhas no capitulo todo e botar mais
Defini¢do. Sejam a,b € Z. Digamos que o a divide o b (ou o b é divisivel por a), sse
b = ak para algum k € Z. Nesse caso, escrevemos a | b. Em simbolos:

alb <5 3k e Z)[b=ak].
Os divisores do a sdo todos os inteiros d tais que d | a. Naturalmente, usamos a notagao
atb quando a néo divide b.

EXEMPLO 2.13.
3|12, porque 12 =3-4 e 4 € Z, mas 81 12, porque, nenhum inteiro u satisfaz 12 = 8u. 4

EXERCICIO x2.2.
Qual o problema no Exemplo 2.137

2.14. Proposicao. Sejam a,b,m € Z. Se a | m e b| m, entdo ab | m.

DEMONSTRAGAO ERRADA. Como a | m, pela defini¢éo de (]), existe u € Z tal que a = mu.
Similarmente, como b | m, existe v € Z tal que b = mv. Multiplicando as duas equagdes
por partes, temos

ab = (mu)(mv) = m(umv),

(x2.2HO0)
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e como umv € Z, ab | m. 4

» EXERCICIO x2.3.
Ache o erro na demonstracio acima e demonstre que a proposicio é falsa! (x23112)

A falsa Proposicao 2.14 tem uma ‘“versdo correta” que encontramos depois (Corola-
rio 3.134).

» EXERCICIO x2.4.
Sejam a,b,c € Z. Demonstre ou refute cada uma das afirmacées:

al b+¢ = alb & alc

)
(ii) alb+c & al b—c = alb
(iii) alb+c & al b+2c = alb
(iv) alb+c & al2b+2c = alb
(v) alb+c & a|2b+3c = a|3b+2c.

§24. Conjuncao

2.15. Entender.
BNOIDION [Escrever

2.16. O que eu ganhei?. Escrevendo como regras—agora temos duas—de inferéncia

©AY oA
7 (0

Na pratica, podes pensar que tendo como dado o ¢ A4 tu ganha os dados ¢ e .

2.17. Como eu ataco?. Para convencer alguém que ¢ A1), precisamos convencé-lo que
v, € também convencé-lo que ¢. Ou seja, o alvo ¢ A ¢ é reduzivel em dois alvos: 0 p e 0

.
® P
oA

§25. Implicacao

Controversial.
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2.18. Entender. Pensando no que uma implicagdo realmente é, vamos visualizi-la
como uma premissa:

«Prometo que B com a condigdo A.»

E o que é prometido caso que a condicio A nao for verdadeira? Nada! E importante
entender essa parte, e talvez essa piada conhecida ajuda:

Um filho té4 gritando e seu pai vire e fala pra ele: “se tu continuar
gritando, eu vou bater em ti!” O filho, com medo, imediatemente fica
calado, e logo apo6s seu pai bate nele.

A pergunta para pensar é: o pai mentiu? Em matematica entendemos a implicacio
numa forma que néao culpa esse pai de mentiroso.'® Entendemos a implicacio

«se __A___entdo __B__»

como uma promessa. Aqui o pai ndo prometeu nada no caso que seu filho parasse de
gritar! Nesse exemplo bobo entdo, a afirmagdo do pai é verdadeira trivialmente como a
gente fala: ou seja, como ndo aconteceu a premissa, ndo tem como culpé-lo de mentiroso,
e logo a implicagéo inteira é verdadeira.

2.19. O que eu ganhei?. Tenho nos meus dados a implicagdo ¢ — . O que eu posso
fazer agora, que néo podia fazer antes? Considerando sé essa proposi¢io, nada demais!
Sozinha parece inutil: pensando numa metafora de jogo com cartas, para jogar essa
carta e ganhar algo, preciso ter mais uma carta: sua premissa ¢. Jogando ambas juntas,
ganhamos a 1. Podemos pensar entdo numa implicagdo ¢ — ¢» como uma fabrica do
dado v, s6 que para funcionar, ela precisa da proposicao ¢. Escrevendo como regra de
inferéncia,
p=Y @
(4

O nome dessa regra é modus ponens.

2.20. Como eu ataco?. Para convencer teu inimigo sobre a veracidade duma implica-
¢80 ¢ = 1 tu tens o direito de manda-lo aceitar a premissa . No final das contas, ele
ta duvidando a proposicao v, dado a proposicio ¢. Ou seja, para atacar uma implicacao
 — 1) escrevemos

Suponha ¢.

Assim ganhamos nos nossos dados o ¢ e nosso alvo é .

§26. Existencial

18 relaxe que tu podes culpar o pai para outras coisas se quiser
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§27. Disjuncao

2.21. Entender. A disjuncio ¢ V ¥ representa uma informacao ambigua, estritamente

mais fraca que qualquer uma das ¢,v: @V é a proposicio que pelo menos uma das ¢, v
é valida.

2.22. Silogismo disjuntivo.
Escrever

§28. Negacao

Botando negacdes pra dentro
Negando férmulas atémicas

§29. Universal

2.23. Por vacuidade.
Escrever

arbitrario vs. aleatério

§30. Exemplos e contraexemplos

elaborar e referir ao Cuidado 1.17
EXEMPLO 2.24.
As afirmagdes seguintes sdo corretas:

(i) 21 é um contraexemplo para a: todos os multiplos de 3 sao pares;
(ii) 18 é um contraexemplo para a: todos os multiplos de 3 sao impares;

(iii) 18 é um contraexemplo para a: nenhum multiplo de 3 é par;
(iv) 18 nfo é um contraexemplo para a: todos os impares sdo multiplos de 3;
(v) 18 ndo é um contraexemplo para a: todos os impares sdo multiplos de 7;

— — N

(vi) 21 nfo é um contraexemplo para a: todos os impares sdo multiplos de 3.

Vamos ver curtamente a razdo de cada uma das tltimas trés: nas (iv) e (v) o 18 nem é
impar entdo nao tem chances de ser contraexemplo de qualquer afirmacéo que todos os
impares fazem algo; na (vi) o 21 é impar mas ele tem sim a propriedade descrita, e logo
também n&o é um contraexemplo.t?

19 Para misturar nossa conversa com a discussdo sobre exemplos e nacexemplos (1.15): acabei de listar
aqui, em ordem: trés exemplos de contraexemplos e trés nacexemplos de contraexemplos.



§83. Feitico: LEM 59

§31. Equivaléncia logica

Intervalo de problemas

» PROBLEMA II2.1.
Sejam a,b € Z>o. Digamos que o a explode o b, sse b = o™ para algum n € 7. Nesse caso,
escrevemos a || b. Dependendo do qual conjunto botamos no 7 chegamos numa defini¢éo
diferente:
(3n € Z)[b=a"] (Definic¢ao D1)
allb < { (BneZsg)[b=a"] (Definicio D2)
(3n € Zo)[b=1a"]. (Definicdo D3)

Proposicao P1: para quaisquer a,b,c € Z>o, se a | be b| c entdo a| c.
Proposicao P2: para quaisquer a,b € Z>g, se a || b entdo a | b.
Proposicao P3: para quaisquer a,b,c € Z>o, se a|be b| centdo a|c.
Como cada proposicio depende da defini¢do de «explode» temos em total 9 propo-
sicoes. Para cada uma delas, demonstre ou refute. (TM2.1H0)

§32. Ex falso quodlibet

2.25. Em qualquer momento durante uma demonstracgio, o estado é a tabela de Da-
dos/Alvos, e nosso objetivo é mostrar que se os dados sdo todos verdadeiros, entdo
os alvos também devem ser. Mas o que acontece se dentro dos nossos dados temos
uma inconsisténcia, ou seja, nosso estado descreve uma situacéo impossivel. Nesse caso,
ganhamos trivialmente o jogo, pois conseguimos mostrar a impossibilidade dos dados
acontecerem, entdo ndo temos nada mais pra fazer: matamos assim qualquer alvo pois
garantimos que a premissa (que os dados sdo verdadeiros) é falsa. Na pratica isso sig-
nifica que se em qualquer momento numa demonstragio conseguimos como dado uma
contradigdo (L), j& podemos parar vitoriosamente: explodimos o mundo inteiro, e logo
nosso alvo morreu também. Como regra, temos

L

P

para qualquer .

§33. Feitico: LEM

Suponha que estd tentando demonstrar uma afirmacdo. Para matar esse monstro, em
qualquer momento da tua prova, vocé pode separar em casos, e mostrar como matéa-lo
em cada um deles. Quando decidir atacar nessa maneira precisa tomar certos cuidados.
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2.26. Nossos novos alvos. O alvo ta sendo clonado igualzissimo para cada um dos
€asos.

2.27. Observagao. Mas, perai. A gente quer matar um monstro G. Depois desse passo
de separar em, sei l4, 4 casos, agora nosso objectivo é matar 4 cépias desse monstro, uma
em cada caso. Se fosse cada um desses novos monstros pelo menos um pouquinho mais
fraco, o motivo de separar em casos faria sentido. Mas, como eu acabei de dizer, em
cada caso temos que matar um clone de G. N&o uma versao diferente de G. O mesmo
G!

Q2.28. Questao. Por que separar em casos entdo e multiplicar nossos alvos?

Resposta. Nao é que teus novos alvos sdo mais fracos—pois eles ndo sdo—mas é vocé
mesmo que fica mais forte em cada um deles. Em cada caso, ganhas mais uma arma: o
dado que o préprio caso te oferece para matar esse mesmo alvo.

2.29. Nao deixar nenhum caso por fora. Uma maneira de ter certeza que n&o
esqueceu nada, é escolher uma propriedade A e separar nos dois casos complementares:
A ou ndo A. Para um exemplo de como errar, suponha que queremos demonstrar que
para todo inteiro n, o n(n — 1) é um multiplo de 3. Consideramos dois casos:

e Caso n = 3k para algum k € Z.
e Caso n =3k -+ 1 para algum k € Z.

Em cada um deles, é facil demonstrar que realmente n(n — 1) é um miltiplo de 3. Mas
claramente temos um erro aqui, pois, como um contraexemplo tome o inteiro 5 e calcule:
5(5 — 1) = 20, e com certeza 20 ndo é um miltiplo de 3. O problema é que em nossa
separagdo em casos a gente ndo considerou todas as possibilidades! Esquecemos um
terceiro caso:

Caso contrario.

Como aprenderemos no Capitulo 3, a tnica possibilidade que deixamos, esse “caso con-
) )
trario” é equlvalente ao:

Caso n = 3k + 2 para algum k € Z.

Uma separagio em casos correta entao seria considerar todos os:

e Caso n = 3k para algum k € Z.
e Caso n =3k +1 para algum k € Z.
e Caso n =3k + 2 para algum k € Z.

E com essa separacao, felizmente, ndo podemos demonstrar essa afirmacéo errada, pois
no terceiro caso, nao temos como matar nosso alvo!
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§34. Feitico: RAA

§35. Feitico: Contrapositivo

§36. Feitico: NNE

§37. Feitico: Disjungado como implicagao

§38. Provas de unicidade

§39. Mais jargao e girias

2.30. Obvio, trivial, imediato: é mesmo?. Muitas vezes matematicos costumamos
deixar certos passos sem justificativas, ou até enfatisamos escrevendo palavras como
«trivial», «imediato», «ébvioy», «facily. Muitas vezes essas palavras sdo usadas como
sindnimos, mas seus significados néo sdo exatamente iguais. Trivial é algo que néo ne-
cessita pensar em nada, e é so fazer o trabalho de corno 6bvio para terminar.?° Note bem
que isso significa que o escritor ja sabe bem claramente qual é esse trabalho e com certeza
€ capaz de fazé-lo até seu fim caso que ele for desafiado. Obvio e facil sdo palavras no-
torias entre matemaéticos, como também a frase «exercicio para o leitor». Normalmente
significa que os passos e/ou suas justificativas para uma parte da demonstragdo devem
ser o6bvios (quais exatamente sao) para o leitor. O uso honesto de ambas é muito con-
veniente, mas infelizmente elas podem ser usadas também para criar uma demonstragdo
por intimidagéo, a idéia sendo que o leitor ndo vai assumir que ndo consegue ver o passo
“facil” em questao, e logo vai aceitar a demonstragio. Nunca faga isso! Imediato usamos
dentro dum caso ou parte duma demonstracéo cujo alvo é intensionalmente equivalente
a um dos dados, ou quando ndo falta nada para verificar.?! Nao fique obcecado com
essas “definigbes” ou “instrugdes” sobre o uso dessas palavras; como falei: muitas vezes
sao usadas sinonimamente. Com experiéncia elaboraras uma noc¢ao melhor de quando e
como usé-las.

200 A palavra trivial também é usada para demonstragdes de implicagdes cuja premissa é falsa, algo que
vamos discutir na Secgao §25.
21 A palavra imediato também é usada para demonstragdes por vacuidade.
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§40. Erros comuns e falacias

2.31. Prova por repeticao da defini¢do. Imagine que uma pessoa ta querendo de-
monstrar que 3 divide 12 e considere a argumentagio seguinte:

«O 3 divide o 12 pois existe inteiro k tal que 3k = 12.»
Para apreciar quao inatil seria isso, imagine um advogado defendendo um cara suspeito
«Meu cliente é inocente, porque ele nado matou a vitima.»
Ninguém deveria considerar essa frase como um argumento convincente e valido da ino-
céncia do acusado. Nesse contexto, «z é inocente» significa «x ndo matou a vitima». E

exatamente a mesma afirmagdo, expressada com outras palavras. Ou seja, traduzindo o
argumento do advogado, percebemos que o que ele falou mesmo foi:

«Meu cliente ndo matou a vitima, porque ele ndo matou a vitima.»
ou
«Meu cliente é inocente, porque ele é inocente.»

dependendo de qual diregao da tradugéo escolhemos aplicar. Esse advogado nédo deveria
ter muito sucesso no seu futuro assim!??

2.32. Esquecer um dos ramos. Lembre-se o modus ponens:

o = U ®

M.P.
Y
Que nos permite inferir a proposicéo v, pelas duas proposicoes
(1) ¢ = ¥
(2) ¢

E comum esquecer sobre uma das duas e mesmo assim tentar inferir (a partir da outra)
a mesma conclusédo . Estudando matemaética é mais freqiiente esquecer a ¢; na vida
real qualquer uma das duas pode acabar sendo “esquecida’.

2.33. Refutagdo do antecedente.

BNOIDION [Escrever

2.34. Seja e demonstre vs. demonstre que todos.

BNOIDION [Escrever

22 Tnfelizmente muitas pessoas caem por esse tipo de argumento na vida real, onde politicos, pastores, e
advogados como o ndo-tao-ficticio do meu exemplo, “argumentam” em maneiras erradas para convencer seus
ouvidores (que ndo estudaram mateméatica).
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2.35. Se vs. como. Considere as frases seguintes:

«Se _A__, _B__.»
«Como _A__, _B__.»

Observe que, em portugués, cada uma delas tem uma palavra implicita logo apés da
virgula:

«Se _A__,( ) _B__.»
«Como __A__,( ) _B__.»

Quais sdo? Na primeira frase a palavra implicita é a “entdo”, e na segunda a “logo™

«Se __A__,(entdo) __B__.»
«Como __A__, (logo) _B__.»

Numa lida superficial as duas frases podem aparecer parecidas. Mas sdo bem, bem
diferentes!

» EXERCICIO x2.5.
Qual é a diferenga entre as duas frases? (x25H0)

! 2.36. Aviso (Declare apenas variaveis). Nao podemos “sejar” algo que envolve um
termo. Nao faz sentido escrever

Seja x + y natural.

por exemplo. Novamente: depois dum “seja” segue uma variavel, inclusive fresca para
evitar sombreamento (1.44). Voltando no exemplo da soma, nao faria sentido escrever:

Sejam z,y naturais. Seja x +y a soma dos z e y.

Nao! Ja definimos a operagdo binaria (+) entre naturais, entdo ndo podemos “sejar” a
expressao ‘x +y’. Quando “sejamos” algo como um membro arbitrario dum conjunto
usamos apenas uma variavell Nem constantes, nem termos que envolvem operagoes.
Imagine alguém escrevendo: «seja 3 € Z», ou «seja z2 € R». N&o! A operacio —2 ja é
definida, e logo para qualquer real r o real r? ja é definido! Para dar um exemplo para
quem programou em linguagem similar & C. Tu escreverias essas declaragdes?

int 28;

float 1.2;
int x + 8;
int x * y;

s 0N =

Espero que néo!

BEOIPIOM complete and provide math and life examples
2.37. Mae de todos.
ECIBIOM mother of all vs everybody has a mom
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2.38. Seja vs. suponha. Vamos analizar pouco as duas frases que as vezes geram uns
mal-entendidos: «Seja ...» e «Suponha ...». Vamos comegar com umas perguntas:

BEOIBJOM Terminar

2.39. Seja vs. existe.

BNOIDION FEscrever

§41. Deu errado; e agora?

LECIBJON Erro na demonstragdo n3o é suficiente para dizer que o teorema é errado

JREOIPION Conseqiiéncia de teorema errado n3o é suficiente para concluir que a conseqiiéncia é errada
também

Problemas

» PROBLEMA I12.2.
Sem saber qual afirmagao é denotada por p(z,y), demonstre as equivaléncias:

(Vo) (Vy)le(z,y)] <= (Vy)(Va)le(z,y)];  Cr)Eyle(ry)] < (Fy)E)e(z,y)].

(I12.2HO0)

» PROBLEMA I12.3.
Sem saber qual afirmagéo é denotada por ¢(z,y), demonstre uma das duas diregdes da
equivaléncia

(Vz)(Fy) [ (2, y) ] N Fy)(Vz)[p(x,y)].

Podes demonstrar ou refutar a outra? (T12.3H0)

> PROBLEMA I12.4.
Precisamos mesmo aceitar como axiomas todas as leis no Leis da igualdade 2.107 (I24H12)

Leitura complementar

[Niv05]. [Vel06: Cap. 3].



CAPITULO 3

OS INTEIROS

Neste capitulo estudamos os inteiros e sua teoria: inicialmente demonstraremos as propriedades
mais basicas, que talvez parecem quase infantis. Logo depois, neste capitulo ainda, encontramos
e demonstramos os primeiros teoremas realmente lindos e interessantes. Além disso, andamos
aqui nossos primeiros passos na teoria dos niimeros inteiros. Terminamos com umas aplicacdes
dessa teoria na area de criptografia; algo que deixaria muitos matematicos do passado surpresos
(e talvez frustrados): como uma coisa tdo pura acaba sendo aplicada em algo t#o. .. aplicado!??

§42. Primeiros passos

3.1. Os (numeros) inteiros tu provavelmente ja conheceu:
., =3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,

Talvez tu ndo questiona sua existéncia—qualquer coisa que isso pode significar—mas e
talvez ndo questiona nem suas propriedades que aprendeu enquanto criancga.

Aqui ndo vamos definir entdo o que é um inteiro; o que significa ser um (ntmero)
inteiro.2*

Em vez disso, vamos responder em outra pergunta: como comportam os inteiros?
Os inteiros nao sdo assim uns bichinhos soltos sem alma; eles chegam junto com uma
estrutura feita por constantes (uns “destacados” inteiros, vamos dizer), umas operagoes,
e ainda mais.

Sobre suas operagdes (adigdo e multiplicagio) provavelmente ja foi ensinado que
ambas sdo associativas, ambas possuem identidades—talvez chamaram isso de “elemento
neutro”’—, ambas sdo comutativas, o —x é o oposto de z—o que isso significa mesmo?—,
a multiplicacdo distribua-se sobre a adicfo, etc. etc.!?> Além dessas duas operagoes, nos
inteiros temos uma relagdo de ordem cujas propriedades também deve ter percebido.
Conheces, por exemplo, que para quaisquer inteiros z,y tais que z < y, temos —y < —uz,
e também —z > —y, e muitas mais coisas.

Caso que tudo isso pareceu estranho pra ti, especialmente a questdo sobre o que
aceitar e o que nao, estd num caminho bom! Neste capitulo separamos exatamente o que
vamos aceitar (axiomas e nogoes primitivas), e o que vamos demonstrar (teoremas) e
definir (nogoes definidas). Eu ndo vou supor conhecimento sobre outras operagoes, e su-
giro esquecé-lo desde ja, pois pode acabar te confundindo. Tradicionalmente denotamos
o conjunto dos inteiros por Z.26 Neste capitulo trabalharemos inteiramente no mundo

23 0i, G. H. Hardy!
Caso que isso pareceu 0bvio pra ti, segure tua reagao até o Capitulo 16 onde vamos fazer exatamente
isso: construir (definir) mesmo os inteiros!
acabei assumindo que tu conheces certas palavras também (associativa, comutativa, etc.) mas isso nfo
¢ essencial: se tu encontrou alguma palavra desconhecida (ou esquecida), se preocupe néo; continue e vamos
introduzir tudo direitinho daqui a pouco.

26 Zahl em aleméo significa nimero.
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dos inteiros, e logo entendemos que os quantificadores (V,3) quantificam sobre os inteiros
exceto se explicitamente especificar algo diferente.

! 3.2. Aviso (Uma palavrinha). Considere as duas definigdes:

(i) Denotamos por A o conjunto cujos membros sdo todos inteiros.
(ii) Denotamos por B o conjunto cujos membros sdo todos os inteiros.

Vamos ver como uma palavrinha (aqui o 0s) pode fazer tanta diferenga. A primeira néo
defina nada. O problema é que hé mais que um conjunto que goza dessa popriedade: o
conjunto {2,5} é mesmo um conjunto cujos membros sdo todos inteiros: ele s6 tem dois
membros, e ambos s&o inteiros. Do {3,4, 8}, também todos os membros s&o inteiros. Por
isso, o uso do artigo definido o nesta frase é plenamente errado. N&o podemos usa-lo
sem garantir unicidade, e aqui é algo que nao temos como garantir. Por outro lado, a
segunda realmente defina um conjunto: o conjunto de todos os inteiros, que denotamos
por Z.

S3.3. Especificacao (Os inteiros (1/5)). Usamos Int para denotar um tipo cujos
membros chamamos de (nameros) inteiros e onde temos:

0:Int
1:Int

)t Int x Int — Int
(=) : Int — Int

) : Int x Int — Int.

Estipulamos as proposi¢des seguintes como axiomas:

(ZA-Ass) (Va,b,c)[a+ (b+c¢) = (a+b)+c]
(ZA-1dR) (Va)[a+0=a]

(ZA-InvR) (Va)[a + (—a) = 0]

(ZA-Com) (Va,b)[a+b=0b+a]

(ZM-Ass) (Va,b,¢)[a-(b-¢c) = (a-b)-c]
(ZM-IdR) (Va)[a-1=a]

(ZM-Com) (Va,b)[a-b=0b-a]

(Z-DistR) (Vd,a,b)[(a+b)-d=(a-d)+ (b-d)].

3.4. Associatividades sintacticas. Temos operacdes binarias nas nossas maos que
escrevemos com notagdes infixas: escrevemos z + y para denotar a aplicagdo da (+) nos
argumentos z,y, em vez de optar para notagdo prefixa escrevendo (+)(z,y) ou +(z,y).
Sem atribuir uma associatividade sintdctica para esses simbolos, expressoes como as

a+b+ct+d+e a-(1+a)-b-c

nao significam nada! D4 pra entender que a primeira é pra ser uma soma (dos 5 termos
a,b,c,d,e) e a segunda um produto (dos 4 termos a,1+ a,b,c), mas tanto a (+) quanto a
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() sdo operagdes binarias e logo ndo podem funcionar nesse jeito. Escolhemos atribuir
associatividade sintactica & direita para ambas: dizemos que elas associam a direita.
Assim, as expressdes acima agora sio apenas abreviagdes das

a+ b+ (c+ (d+e))) a - (1+a) (b-c)).

3.5. Precedéncia sintactica. Queremos fazer mais um acordo sintactico que vai nos
permitir escrever expressdes onde as duas operacbes parecem “em niveis iguais” como
se estivessem brigando sobre quem vai receber o que como argumento. Considere as
expressoes:

a-b+c a-b+c-d-e+a.

Agora nem sabemos se elas denotam somatorios ou produtorios: A primeira é a soma
dos 2 termos a - b,c ou o produto dos termos a,b + c? E a segunda é a soma dos 3
termos a - b,c-d-e,a ou o produto dos 4 termos a,b+ ¢,d,e + a? Resolvemos atribuir a
() uma precedéncia mais alta, dizendo que ela pega mais forte do que a (+).2” Assim,
as expressoes acima denotam somatoérios e nao produtoérios:

(a-b)+c (a-b)+(c-d-e)+a.

3.6. Mais uma convencao sintactica. Quando nao tiver ambiguidade, denotamos a
aplicagdo da operagéo (-) silenciosamente, por justaposi¢do: escrevemos ab para denotar
o produto a -b. Assim,

ab(c+da)bce=a-b-(c+d-a)-b-c-e.

EXERCICIO x3.1.

Para cada axioma que parece favorecendo o lado direito, sua versdo esquerda é um
teorema: o 0 é uma (+)-identidade-L; o 1 é uma (-)-identidade-L; para todo ¢ 0 —a é um
(4)-inverso-L de a; e a (-) distribui-se sobre a (+) pela esquerda também:

(ZA-1dL) (Va)[04+a=a]

(ZA-InvL) (Va)[(—a) +a=0]

(ZM-1dL) Va)[l-a=a]

(Z-DistL) (Vd,a,b)[d-(a+b)=(d-a)+(d-b)].

27 A idéia aqui ¢ imaginar as operagoes numa expressio como a 6-+b- ¢ como imés atraindo os argumentos,
e pela nossa atribuicfio o fma () é mais forte e logo ele “ganha” tal briga e a expressao denota o a + (b - ¢).
Mais num outro sentido, quem ganhou a batalha final foi a (4): a expressio inteira acabou denotando um
somatorio e ndo um produtoério.

(x3.1HT)
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3.7. Agucar sintactico: subtracgao. Serd que esquecemos de adicionar nas operagoes
primitivas a subtracao? N&o: introduzimos agucar sintictico para denotar a aplicacéo
da operacao bindria

(=) : Int x Int = Int

de subtracio definindo

def

a—b=a+ (-b).

Observe que o simbolo — t& sendo sobrecarregado mas o contexto sempre deixara claro
qual das

(=) : Int = Int (=) : Int x Int — Int

esta sendo usada.

3.8. Acgtcar sintactico: numerais e poténcias. Introduzimos imediatamente as de-
fini¢des seguintes:

2 :Int 3 :Int 4 : Int

2% 141 3%941 4¥311

Considerando que temos acesso aos niumeros naturais definimos para qualquer inteiros x
os simbolos

2% ¢ Int o : Int z° : Int

;[,-Odéf]_ 1def 0 2 def 1

! 3.9. Aviso (Trés pontinhos). Nenhuma dessas definigdes pode ser aceita formalmente
na sua inteiridade: parece que eu acabei de escrever uma linha infinita, introduzindo as-
sim uma infinidade de novos simbolos. Mas calma: aceite por enquanto que cada nome
desses que tu ja conhece corresponde no que tu realmente entende, e logo vamos justifi-
car em maneira finita o sistema posicional de numerais que conhecemos desde crianca,
justificando sim toda essa infinidade de nomes para os inteiros, e todas as poténcias
(naturais) de qualquer inteiro z também.

EXERCICIO x3.2.
Demonstre as leis de “passar termo por outro lado™

(Va,b,c)[a+b=c <= a=c—1D]
(Va,b,c)[a+b=c <= b=c—a]
(Va,b)[a=b <= a—b=0].

(x3.2HO0)
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EXERCICIO x3.3.
Seja © uma operacao binaria. Demonstre que para quaisquer a,b, z,

a=b = aQzx=0b00u;
a=b = 2Q0a=200.

Observe que isso tem como casos especiais que podemos somar (ou multiplicar) o mesmo
inteiro nos dois lados duma equagéo (pelo mesmo lado), ja que a operagao binaria © aqui
é uma operacao arbitraria. (x33H0)

EXERCICIO x3.4.
Podemos “desfazer” a mesma operac¢ao nos dois lados?:

9
aQr=b0Vxr = a=0.

(x3.4H0)

©3.10. Teorema.

(ZA-CanR) (Va,b,c)[a+c=b+c = a=Db];
(ZA-Canl) (Va,b,c)[c+a=c+b = a=b].
DEMONSTRAGAO. Essa é tua: Exercicio x3.5. i

EXERCICIO x3.5.
Demonstre o Teorema ©3.10. Cuidado: terminando uma, ndo faz sentido a outra ocupar
um espaco parecido no teu texto! (x3.5H1)

EXERCICIO x3.6.
Enuncie e refute a proposigéo correspondente para a multiplicagéo. (x3.6H0)

©3.11. Unicidade da (+)-identidade. Existe tinico u tal que para todo x, u+ z =
T =T+ u.

DEMONSTRAGAO. Preciso demonstrar duas coisas.

EXISTENCIA: EXISTE PELO MENOS UMA IDENTIDADE ADITIVA. Essa parte é imediata
pois ja conhecemos uma (+)-identidade: o 0, pelas (ZA-IdR) e (ZA-IdL), que afirmam
exatamente isso.

UNICIDADE: EXISTE NO MAXIMO UMA UNICIDADE ADITIVA. Basta demonstrar que qual-
quer u que é uma (+)-identidade, necessariamente é o préprio 0:

(Vu)[u € uma (+)-identidade = w =10].
Seja u uma (+)-identidade. Calculamos:

u=u+0 (pois 0 é uma (+)-identidade-R)
=0. (pois u &€ uma (+)-identidade-L)
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©3.12. Unicidade da (-)-identidade. Existe tinico u tal que para todo x, ux = r = zu.

DEMONSTRACAO. Essa também é tua: Exercicio x3.7. i

EXERCICIO x3.7.
Demonstre o Unicidade da (-)-identidade ©3.12. (x3.7H1)

©3.13. Unicidade dos inversos aditivos. Para todo z, existe tinico ' tal que ¥’ +x =
O=z+2.

DEMONSTRAGAO. Seja z inteiro.

EXISTENCIA: EXISTE PELO MENOS UM (+)-INVERSO DE z. Imediato pois —z é um (+)-
inverso de z (pelas (ZA-InvR) e (ZA-InvL)).

UNICIDADE: EXISTE NO MAXIMO UM (+)-INVERSO DE z. Seja 2’ um (+)-inverso de z.
Ou seja, z+2' = 0 (usando apenas o fato que 2’ é um inverso direito). Como —z também

é um inverso direito, temos z + (—z) = 0. Preciso demonstrar que z’ = —z. Calculamos:
z4+12' =0 (2" &€ um inverso direito de z)
=z + (—x) (—z é um inverso direito de z)
Como z + 2/ =z + (—x), logo 2’ = —z (pela (ZA-CanL) com c¢,a,b:= z,2’, —z). i

O proximo lemmazio deixa muitos teoremas como corolérios triviais.

A3.14. Unicidade de resolugdes. Para quaisquer a,b, existe tinico x tal que a+x =b
e existe tinico y tal que y +a = b.

DEMONSTRAGAO. Teu também! (Exercicio x3.8) |

EXERCICIO x3.8.
Demonstre o Unicidade de resolu¢oes A3.14. (x38H123)

EXERCICIO x3.9.
Demonstre as unicidades anteriores (©3.11, ©3.13) como corolarios do Unicidade de
resolucoes A3.14. (x3.9H0)

©3.15. Teorema (Negagao é involutiva). Para todo z, —(—z) = x.

DEMONSTRAGAO. Temos z + (—z) =0 (1) (pela (ZA-InvR) com a := z). Também temos
(—(=2)) + (—=z) = 0 (pela (ZA-InvL) com a := —z). Logo x = —(—=z) (pela Unicidade de
resolugoes A3.14 com a,b := (—x),0). i

EXERCICIO x3.10.
Para todo a, (—1)a = —a. (x3.10H0)

EXERCICIO x3.11.
Para quaisquer a,b, (—a)b = —(ab) = a(-b). (x311H0)
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EXERCICIO x3.12.
Para quaisquer a,b, (—a)(—b) = ab. (x3.12110)

EXERCICIO x3.13.
Para quaisquer a,b, temos —(a —b)=b—ae —(a+b) = —a—b. (x313H0)

3.16. Trés candidatos. Trés sugestoes razodveis nesse ponto seriam as seguintes:

(Z-AnnR) (Va)[a-0=0]
(Z-MCanR) (Ve,a,b)[c #0 & ac=bc = a=0b]
(Z-NZD) (Va,b)[ab=0 = a=0 ou b=0].

O primeiro afirma que o 0 € um anulador; o segundo € a lei de cancelamento multiplicativo
pela direita; o terceiro afirma que nao ha zerodivisores (no mundo dos inteiros). Com
certeza todas devem ser satisfeitos pelo nosso sistema de inteiros; entdo que tal adiciona-
las como axiomas?

3.17. Nao tao rapido assim (1). Primeiramente precisamos ver se conseguimos de-
monstrar essas proposicdes, as ganhando assim como teoremas. Tente agora demonstrar
cada uma delas e ndo desista facil! Consegues alguma?

EXERCICIO x3.14.
Demonstre que 0 é um (-)-anulador:

(Z-AnnL) (Va)[0-a=0]
(Z-AnnR) (Va)[a-0=0].

(x3.14HO)

3.18. Dois candidatos. Os (Z-MCanR) e (Z-NZD) sao de fato indemonstrdveis pelos
axiomas que temos até agora. Por enquanto—e apenas por enquantol—aceite isso, pois
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realmente é um fato, e responda na préxima pergunta: entdo jd que sdo indemonstrdveis,
bora adiciond-los como axiomas? O que achas?

3.19. Nao tao rapido assim (2). Mesmo que realmente nenhuma das duas é demons-
travel pelos axiomas atuais, ndo faz sentido adicionéa-las simultaneamente: talvez uma
das duas ja é forte o suficiente para permitir demonstrar a outra. Neste caso, acontece
que ambas sdo igualmente fortes: escolhendo qualquer uma das duas para adicionar nos
nossos axiomas, podemos inferir a outra como teorema! Qual das duas vamos escolher
entdo? Felizmente essa escolha ndo vai fazer nenhuma diferenga matematica para nossos
objetivos aqui. Mesmo assim, que seja apenas por motivos burocraticos e administrati-
vos, precisamos fazer uma escolha—talvez jogando uma moeda no ar—entéo vamo la:

S3.20. Especificacao (Os inteiros (2/5)). Estipulamos mais um axioma:

(Z-NZD) (Va,b)[ab=0 = a=0 ou b=0]

Imediatamente demonstramos a outra proposicdo como teorema antes de esquecer:

©3.21. Teorema (A lei de cancelamento multiplicativo). Temos:

(Z-MCanR) (Ve,a,b)[c #0 & ac=bc = a=1b].
(Z-MCanL) (Ve,a,b)[c #0 & ca=cb = a=0b].
DEMONSTRARAS AGORA. Exercicio x3.15. 1

EXERCICIO x3.15.
Demonstre a lei de cancelamento multiplicativo. (x3.1511)

§43. Divisibilidade

No Capitulo 2 ja encontramos a relacao de «divide» que realmente é a mais interessante
relacdo para os inteiros. Serd que vamos aumentar entdo a estrutura dos inteiros para
inclui-la como no¢do primitiva com

() : Int x Int — Prop?

Nao! A nocio de «divide» podemos realmente definir em termos do que temos até agora
e logo nao vamos adiciona-la como primitiva.
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D3.22. Definicao (Divisibilidade). Sejam a,b € Z. Digamos que o a divide o b (ou
o b é divisivel por a), sse b = ak para algum k € Z. Nesse caso, escrevemos a | b. Em

simbolos:
def

alb <5 3k e Z)[b=ak).

Os divisores do a sdo todos os inteiros d tais que d | a. Naturalmente, usamos a notagao
atb quando a nao divide b.

©3.23. Teorema (Divide é uma preordem). Para quaisquer inteiros a,b,c,

ala reflexividade

alb & blc = alec transitividade
DEMONSTRARAS AGORA MESMO. Exercicio x3.16. 1
EXERCICIO x3.16.
Demonstre o Teorema ©3.23. (x3.16HO)

©3.24. Teorema (bottom). (Va)[1|a].

DEMONSTRARAS AGORA MESMO. Exercicio x3.17. |

EXERCICIO x3.17.
Demonstre o Teorema ©3.24. (x3.17H0)

©3.25. Teorema (top). (Va)[a|0].

DEMONSTRACAO. Essa também é tua Exercicio x3.18. i

EXERCICIO x3.18.
Demonstre o Teorema ©3.25. (x3.18HO)

A3.26. Lema (combinacgdes lineares).
(i) d]a = (Vz)[d]|az];

(ii) d]a & d|b = d|a+b;

(iii) d|a & d|b = (Va,y)[d | az + by].

DEMONSTRAGAO. Todas tuas: Exercicio x3.19. i

EXERCICIO x3.19.

Demonstre todas as propriedades da Lema A3.26, com duas estratégias diferentes: (A)
demonstre as duas primeiras, e mostre como ganhar a terceira como corolario delas; (B)
demonstre a terceira, e mostre como ganhar as duas primeiras como corolario ela. (x3.19H0)

EXERCICIO x3.20 (sign-blind).
Para quaisquer a,b, se a | b, entdo —a | b, a | —b, e (logo) —a | —b. (x3.20H0)
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EXERCICIO x3.21.
Sejam a, b, ¢ inteiros com ¢ # 0. Demonstre: a | b <= ca | cb. Alguma das duas diregoes
continua valida sem a hipotese ¢ # 07 (x3.2110)

§44. Conjuntos fechados sob operacdes

D3.27. Definicao ((+)-fechado). Seja A um conjunto de inteiros. (Escrevemos: A :
Set Int.) Dizemos que A é fechado sob adi¢do sse a soma de quaisquer a,b € A pertence
ao A:

(Va,be A)[a+be A].

Também chamamos o A de (+)-fechado.

3.28. Observagao. Dessugarizando a forma que escrevi a proposicdo acima obtemos

(Va,b e A)[a+be A] & (Va,b:Int)[a,be A = a+be Al

A defini¢do pode ser generalizada para qualquer operagdo n-aria (i.e., de aridade n—
veja Nota 1.57).

EXERCICIO x3.22.

Escreva a defini¢do generalizada de «ser fechado sob uma operagéo binariay, a deixando

bem escrita. Cuidado: cada definigdo precisa comegar estabelecendo primeiramente o
contexto necessario para o conceito que queremos definir ser afirmével. (x322H12)

3.29. Proposicao. O conjunto

def

3Z={3zx | z€Z}
é (+)-fechado.

DEMONSTRAGAO. Sejam a,b inteiros tais que a,b € 3Z. Vou demonstrar que a + b € 3Z.
Vamos traduzir esses dois dados que temos sobre os a,b e nosso alvo também, ja que
todos envolvem a idéia de pertencer ao 37Z:

a€{3zr | 2€Z} & (FreZ)a=3z];
be{3z | r€Z} & (FreZ)b=3z];
a+be{3z | v€2} & (FreZ)|a+b=3z].
Logo sejam u,v € Z inteiros tais que a = 3u (1) & b= 30 (2). Precisamos escrever o a +5b
na forma 3z para algum inteiro x. Calculamos:
a+b=3u+b (pela (1))
=3u+3v (pela (2))
= 3(u +v). (pela (Z-DistL))
Logo a+b € 3Z. i
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3.30. Conselho («Pela escolha de»). Na demonstracio da Proposicao 3.29 precisa-
mos citar os dados a = 3u e b = 3v, e logo acabamos os rotulando, usando os rétulos (1)

e (2>, assim citando «pela (1)» e «pela (2)» no céalculo. Podemos evitar todo esse tra-
balho burocratico e conseguir citar cada um desses dois dados sem sequer rotula-los.
Como? A justificativa «pela escolha de...» serve exatamente pra isso. O calculo acima
fica assim:

a+b=3u+b (pela escolha de u)
=3u+3v (pela escolha de v)
= 3(u+v). (pela (Z-DistL))

Mas o que exatamente significa esse pela escolha de? O seguinte: Caro leitor, vd ld no
momento que tal objeto foi declarado nesta demonstragdo, e olha que ele foi escolhido
para satisfazer algo. E exatamente esse algo que estou citando aqui.

NAOEXEMPLO 3.31.

O conjunto de todos os inteiros impares nao é (+)-fechado (por qué?). Nem o conjunto
de todos os inteiros nao nulos (diferentes de 0) (por qué?). Nem o conjunto de todos os
inteiros cujos numerais no sistema decimal nao termina em ‘1’ (por qué?).

EXERCICIO x3.23.
Por qué? Por qué? Por qué? (x323H1)

EXERCICIO x3.24.

O Z e o 0 sao fechados sob: adi¢ao, negacédo, subtracio, multiplicagdo. O Z porque néo

tem como sair (j4 que é o universo inteiro); o ) porque nao tem como entrar (e pra sair,
precisa primeiro entrar). Verifique. (x3.24H0)

EXERCICIO x3.25.
Generalize a nocao de «ser fechado sob uma operacao binaria» ainda mais: considerando
uma operacgdo n-aria, de qualquer aridade n > 1. (x3.25H0)

EXERCICIO x3.26.
Enuncie e demonstre uma versdo mais geral dos dois extremos do Exercicio x3.24. (x3.2610)

3.32. Proposigao. Seja m inteiro. O conjunto
mZE {ma | xeZ}

é fechado sob: adigéo (+), negagao (—), subtragéo (—), multiplicagéo (-).

DEMONSTRAGAO. ADICAO. Basta substituir todos os ‘3’ por ‘m’ na demonstracio da
Proposicao 3.29, ja que a unica informacgdo sobre o 3 que precisamos naquela demons-
tracao foi que 3 é um inteiro.

MULTIPLICAGAO. Sejam a,b € mZ e logo seja u tal que a = mu. Calculamos:

ab = (mu)b (pela escolha de )
= m(ub) (pelo (ZM-Ass))
€ mZ.
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NEGAGAO. Deixo pra ti (Exercicio x3.27).
SUBTRACAO. Isso é corolario facil das duas anteriores pela maneira que definimos sub-

tracdo. Vamos seguir os detalhes mesmo assim. Sejam a,b inteiros tais que a € mZ (1) ,

bemz (2). Como mZ é fechado sob negagio, temos —b € mZ 3), Agora pelas (1) e (2)
temos o desejado a — b € mZ, ja que mZ é (+)-fechado. i

» EXERCICIO x3.27.
Demonstre que mZ ¢ fechado sob a negacao (—). (x3.27H0)

» EXERCICIO x3.28.
Quais dos conjuntos abaixo séo fechados sob quais das operagoes (+), (—), (=), (-)??8

I =74 A=1{0,4,6,10,12,16,18,22,24, ...}
U= {0} B={1,2,4,8,16,...}
W ={0,1} C=1{..,-9,-6,-3036,9,...}

T={-1,01} D={..,—8-5-21,4710,...}.

Antes de tudo, defina os conjuntos A, B,C, D sem usar ‘... , usando a notacio set-builder. (xs.2sm0)

? Q3.33. Questao. Por que nos limitar no caso n > 1 e nao considerar o n = 0 também?
O que significaria fechado sob uma operagéo nularia—alias, faz sentido falar de operagdes
nularias?

3.34. Operagdes nularias. Uma operagao binaria (de aridade 2) recebe 2 inteiros e
retorna um inteiro. Uma operagdo unéaria precisa 1 inteiro para retornar um inteiro.
Uma operagao nularia (de aridade 0) entdo deve ser algo que recebendo. . .0 inteiros, ja
retorna um inteiro. Podemos identificar isso com as constantes. Nesse sentido, afirmar
que A é fechado sob 0 significa simplesmente que 0 € A, e similarmente sobre o 1.

» EXERCICIO x3.29.
Demonstre que se um conjunto F é fechado sob a operacdo bindria de subtrac¢do (—)
entdo F deve ser (+)-fechado também, e mostre que o reciproco nio é necessariamente
verdadeiro. (x3.2910

7 Q3.35. Questao. Demonstramos que o conjunto

mZE {ma | €7}

28 Nao finja que tu nfo entendeu o porqué que o (—) foi repetido ali.
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de todos os multiplos de m é fechado sob adi¢éo e subtragdo. Sera que podemos dizer algo
sobre a direcdo contraria? Sabendo que um conjunto de inteiros F' é fechado por adicao
e subtracéo, serd que podemos inferir que existe um certo inteiro m tal que F = mZ?
Tente dar sua prépria resposta nisso desde ja; pois logo a gente voltar a resolver mesmo
essa questdo (com o Lema A3.92).

§45. Ordem e positividade

3.36. Algo esta faltando (1). Mesmo que temos demonstrado tanta coisa importante
sobre os inteiros, ainda falta um componente crucial que também faz parte da estrutura
deles: a ordem (<), ou seja a nocao de comparar dois inteiros e ver se um é menor que
0 outro ou nao.

Parece entdo razoavel aumentar a estrutura para

(Z 5 0? 1) +a BEERE] <)
com
(<) : Int x Int — Prop.

Isso apenas declara que tipo de coisa € esse (<): é uma relacdo binéria nos inteiros. N&o
confunda isso com uma defini¢do do que significa mesmo = < y.

3.37. Algo esta faltando (2). Uma outra idéia seria aumentar a estrutura dos inteiros
para incluir um subconjunto Pos de Z: o subconjunto dos inteiros positivos. Em vez
de complicar a tipagem considerando o Pos como um conjunto de inteiros mesmo, o
declarando como

Pos : Set(Int),

vamos considerar o Pos com a tipagem seguinte:
Pos : Int — Prop.

2

Ou seja, Pos nfo é, literalmente, o conjunto dos inteiros positivos; Pos é o predicado
(unario) « __ é positivoy. Escrevemos, de acordo com a tipagem,

Pos x ou Pos(x)

para significar «x é positivo». Mas observe que isso ndo define o Pos, pois ndo temos defi-
nido mesmo o que significa «ser positivo». Aqui estamos apenas falando como pronunciar
a afirmacao Pos z.

3.38. Bora adicionar?. Ambas as idéias parecem razoaveis, entdo talvez faria sentido
adicionar ambas mesmo como partes primitivas nos inteiros, assim:

(Z ; 0713+777"<3POS)
com
(<) : Int x Int — Prop Pos : Int — Prop.

Mas realmente nédo precisamos ambas. Tendo uma (qualquer uma das duas), a outra
¢é definivel, em tal forma que seus axiomas correspondentes sdo demonstraveis como
teoremas. Mesmo assim, precisamos escolher qual vai ser a primitiva; e aqui escolhemos
a Pos.
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S3.39. Especificacao (Os inteiros (3/5)). Aumentamos a estrutura dos inteiros adi-
cionando um predicado unario:

(Z;0,1,+,—,-,Pos)

com
Pos : Int — Prop.

Introduzimos logo como agucar sintactico um abuso notacional que nos permite tratar o
predicado Pos como se fosse conjunto:

abu

z € Pos & Posz.

Estipulamos os axiomas seguintes sobre os inteiros positivos:

(ZP-ACl) (Va,b € Pos)[a+ b € Pos]| (Pos é (+)-fechado)
(ZP-MCQl) (Va,b € Pos)[a - b € Pos] (Pos é (-)-fechado)
(ZP-Tri) (Va)[e.u.d.: a € Pos; a =0; —a € Pos].

onde «e.u.d.» significa exatamente uma das.

D3.40. Definicao (Negatividade). Seja z inteiro. Dizemos que z é negativo sse —x é
positivo. Introduzimos também a notagéo

Neg : Int — Prop
com 0 mesmo abuso notacional que nos permite trata-la como se fosse conjunto.
D3.41. Defini¢ao (ordens). Tendo escolhido como primitiva a nogao de positividade,
queremos introduzir como agticar sintactico as notacdes usuais de ordem para poder

escrever r <y, x >y, etc. Como podemos definir o que significa = < y?
Sejam z,y inteiros. Definimos as relagoes

(<), (<), (>),(>) : Int x Int — Prop

pelas
def ., cLe def
T <y <= y—x € positivo r<y <= rz<youzx=y
def def
rT>Yy <~ y<uzx T2y <= y<zx

3.42. Conjuntos ordenados. Relagdes binarias como a (<) e a (<) que definimos aqui
sdo chamadas relagbes de ordem: a (<) é uma ordem estrita, a (<) ndo. Um conjunto
cujos membros podemos comparar com uma relagdo de ordem destacada é chamado con-
junto ordenado e mais pra frente vamos dedicar capitulos inteiros para seu estudo numa
maneira abstrata. Por enquanto precisamos s6 trabalhar com o conjunto de inteiros, e
com certeza sabemos como comparar inteiros: tanto com a (<), quanto com a (<).

EXERCICIO x3.30.
Demonstre que para todo inteiro z, x é negativo sse z < 0.
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©3.43. Teorema. A relagéo (<) goza das propriedades seguintes:

(ZO-Trans) (Va,b,0)[a<b & b<c = a<c]

(ZO-Tri) (Va, b)[ exatamente uma das: a < b; a =b; a > b]
(ZO-A) (Va,b,c)[a<b = a+c<b+c]

(ZO-M) (Va,b,c)[a<b & ¢>0 = ac < be].

DEMONSTRAGAO. PARTE (ZO-Trans). Sejam a,b,c inteiros. Suponha a < b e b < ¢, ou

seja, b—a € Pos (1) ¢ c—p € Pos (2). Preciso demonstrar a < ¢, ou seja, c—a € Pos. Como
Pos é (+)-fechado, pelas (1) e (2) temos (b — a) 4+ (c — b) € Pos. Basta ent@o estabelecer
que (b—a) + (¢ — b) = ¢ — a. Calculamos:

(b—a)+ (c—b)=(b+ (—a)) + (c+ (=b))
= (c+ (b)) + (b+ (—a)) ((+)-com. com a,b:= (b+ (—a)), (c+ (—b)))
= ((c+ (=b)) +b) + (—a) ((+)-ass. com a,b,c:= (c+ (=b)),b, —a)
= (c+ ((=b) + b)) + (—a) ((+)-ass. com a,b, c:=c, —b,b)
=(c+0)+ (—a) ((ZA-InvL) com a := b)
=c+(—a) ((ZA-IdR) com a = ¢)

PARTE (ZO-Tri). No Exercicio x3.34
PARTE (ZO-A). Sejam a,b,c inteiros. Suponha a < b, ou seja b —a € Pos. Preciso
demonstrar a + ¢ < b+ ¢, ou seja, (b+ c¢) — (a + ¢) € Pos. Calculamos:

(b+c)—(at+c)=(b+c)+(—(a+0c))
=0b+c)+(-1)(a+c)
=(b+c)+ (-Da+ (-1)c)
= (b+)+ (=) + (~)
= (b4 )+ ((~0) + (-a)
= (b+0) + (~0)) + (~a)
= (b4 e+ (=) + (~0)
=(b+0)+ (—a)
=b+(—a)
=b—a.

PARTE (ZO-M). Sejam a, b, c inteiros. Suponha a < b e ¢ > 0. Ou seja, b — a € Pos (1) e

¢ € Pos (2), Vou demonstrar ac < be, ou seja, be — ac € Pos. Mas bc — ac = (b — a)c (por
qué?) e realmente (b — a)c € Pos pelas (1) e (2), pois Pos é (-)-fechado.

» EXERCICIO x3.31.
Justifique cada linha do célculo da demonstragao de (ZO-A). (x3.31H0)

» EXERCICIO x3.32.
Tem algo feio nas primeiras 4 linhas desse calculo ai. O qué? (x33211)
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EXERCICIO x3.33.
Escreva o célculo que néo escrevi na demonstragao de (ZO-M), justificando cada um dos
Seus passos. (x3.33H0)

EXERCICIO x3.34.
Demonstre a parte (ZO-Tri) do Teorema ©3.43. (x331H12)

©3.44. Teorema. A relagdo (<) é uma ordem estrita, ou seja, ela é transitiva, irrefle-
xiva, e assimétrica:

(Va,b,c)[a<b & b<c = a<c] transitiva
(Va)[a £ a] irreflexiva
(Va,b)[a <b = b £ al. assimétrica

Ainda mais, ela é conectada ou estritamente total:

(Va,b)[a#b = a<b ou b<a] conectada

e portanto ela é uma ordem estrita total.

DEMONSTRAGAO. A transitividade ja demonstramos no Teorema ©3.43. O resto é o
Exercicio x3.35: i

EXERCICIO x3.35.
A relagdo (<) é irreflexiva, assimétrica, e conectada. (x3.3510)

©3.45. Teorema. A relagio (<) goza das propriedades seguintes:

(Va)[a < a] reflexividade
(Va,0)[a<b & b<a = a=1b] antissimetria
(Va,b,c)[a<b & b<c¢ = a<c] transitividade

e por isso chamamos de ordem. Ainda mais ela goza da

(Va,b)[a <b ou b<a] totalidade

e logo ela é ainda mais: uma ordem total.

DEMONSTRARAS AGORA MESMO. F o Exercicio x3.36. I

EXERCICIO x3.36.
Demonstre que (<) é uma ordem total (Teorema ©3.45). (x3.36H0)

EXERCICIO x3.37.
Sejam ¢, a, b inteiros. Se ¢ > 0, entéo ac < be implica a < b. (x3.37H0)

EXERCICIO x3.38.
Para quaisquer inteiros a,b,u,v, se a < b e u < v, entdo a +u < b+ v. (x3.38H0)
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EXERCICIO x3.39.
Sejam a, b, u,v inteiros. Demonstre, refute, ou mostre independente: se a < b e u < v,
entao au < bv. (x3.30H0)

A3.46. Lema. Para todo a # 0, a® é positivo.

DEMONSTRAGAO. Seja a inteiro tal que a # 0. Vou demonstrar que a? é positivo. Se-
paramos em casos: a positivo; a = 0; —a positivo, onde o segundo caso é eliminado pela
hipotese. CASO a POSITIVO. Imediato pelo (ZP-MCI1) (com a,b := a) pois a* = a-a. CASO
—a POSITIVO. Novamente pelo (ZP-MCl) (essa vez com a,b:= —a) pois a® = (—a)(—a). |

3.47. Proposigao. 1 é positivo.

DEMONSTRAGCAO. Isso é um corolario imediato do Lema A3.46 pois 1 = 12. 4 1

? Q3.48. Questao. Qual o erro na demonstragéo acima?

Resposta. A demonstracao aplica a
(Va)[a#0 = a® ¢ positivo]

(o Lema A3.46) no inteiro 1, fingindo que isso fornece a proposi¢do que 1% é positivo.
Mas, olhando bem, o A3.46 aplicado no 1 fornece na verdade a implicacdo

1#0 = 12 é positivo

entdo para conseguir mesmo seu lado direito (que é o que precisamos aqui), devemos
conseguir seu lado esquerdo, 1 # 0, que é algo que néo temos demonstrado. Com certeza
desejamos que 0 # 1 para nossos inteiros, entdo ou precisamos demonstra-lo para ganhar
como teorema, ou estipula-lo como axioma.

? Q3.49. Questao. Como podemos demonstrar 0 # 17 Tente, antes de continuar para
ver a respostal



82 Capitulo 3: Os inteiros

Resposta. Eu espero que tu deu pelo menos um esforgo mental tentando demonstrar
0 # 1. E eu sei que tu ndo conseguiu.?? De fato, é algo que precisamos aceitar aqui como
axioma:

S3.50. Especificacao (Os inteiros (4/5)). Estipulamos o
(Z-NZero) 0+#1

como axioma para os inteiros.
Agora consertamos a demonstragio do Teorema ©3.51 e conseguimos finalmente o 1 > 0:

©®3.51. Teorema. 1 é positivo.
DEMONSTRAGAO. Isso é um corolario imediato do Lema A3.46 pois 1 #0 e 1 = 12. 1

EXERCICIO x3.40.
Demonstre que a equacao z2 + 1 = 0 nfo possui resolu¢éo no incoéognito z.

§46. Minima e maxima

D3.52. Definigao. Definimos as operacdes binarias de minimo e maximo:

ming : Int X Int — Int maxs : Int x Int — Int
ming (z, y) def [ T, Casox <uy; maxs (2, 1) df | Y, Casow <y,
2\ Y y, c€aso x > 1; 2\ Y x, €aso r > 7.

Em notacao infixa usamos os simbolos (A) e (V), respectivamente.

EXERCICIO x3.41.
Para cada uma das propriedades algébricas que temos destacado até agora investigue
quais sdo satisfeitas pelos (A) e (V). N&o esqueca investigar possiveis distributividades.

D3.53. Notagao. Sejam A um conjunto de inteiros e x um inteiro. Abusando a notagao
escrevemos < Ae A< uz:

r<A % (Va € A)[x < a] A<z é (Va € A)[a < z].

D3.54. Defini¢ao (minimo, maximo). Seja A um conjunto de inteiros. Um membro
m € A é chamado de (membro) minimo do A sse para todo a € A, m < a. Escrevemos

m=minA <5 mcA & m < A.

Note que necessariamente um minimo dum conjunto A, se existe, pertence ao A. Simi-
larmente definimos a nogao de (membro) méaximo (Exercicio x3.44).

29 Caso que tu achas que conseguiu, tu acabou de ganhar um exercicio bonus: ache o erro na tua demons-
tragao!

x3.40H0)

(x3.41H0)
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! 3.55. Aviso (abuso notacional). Escrevendo ‘m = min A’ d4 para confundir e pensar

que se trata de uma igualdade. Na verdade é apenas uma conjuncéo desfarcada, vestindo
roupas notacionais de (=).

Para justificar a definigdo do simbolo min A, devemos demonstrar o seguinte:

\{

EXERCICIO x3.42 (Unicidade de minimo).
Um conjunto de inteiros ndo pode ter mais que um minimo. (x342H12)

» EXERCICIO x3.43.
Tecnicamente expressées como ‘min A = min B’ e ‘max A < min B’ também n&o foram
definidas. Mesmo assim, é 1til ter essas notacoes significando algo. Defina ambas atri-
buindo a elas seus significados desejados. (x3.43110)

! 3.56. Cuidado. Definimos o predicado
_=min_: Int x Set Int — Prop

assim podendo escrever coisas como ‘1 = min A’; mas a expressdo ‘min A’ sozinha n&o

foi definida.

v

EXERCICIO x3.44 (E o maximo?).
Defina o que significa (membro) maximo dum conjunto de inteiros A, e demonstre o que
deves demonstrar junto com tua definigéo. (x3.44T10)

» EXERCICIO x3.45 (de min pra max).
Seja A C Z. Definimos o conjunto —A de todos os opostos de A assim:

—AY{—a | ac A},

ou seja, —A é o conjunto de todos os —a, tais que a € A. Demonstre que se A possui
minimo, entdo —A possui maximo e

min A = — max(—A)
e, dualmente, se A possui maximo, entdo —A possui minimo e

max A = —min(—A).

(x3.45H0)

§47. Valor absoluto

D3.57. Defini¢ao (valor absoluto). Introduzimos o operador unario

|| : Int — Int
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definido por casos assim:

‘xld_ef x, se x > 0;
—z, sexz<O0.

Chamamos o |z| de valor absoluto de z.3°

EXERCICIO x3.46.
Para todo z inteiro, |z| > 0.

EXERCICIO x3.47.
Para todo z inteiro, |z] =0 < z =0.

EXERCICIO x3.48 (idempoténcia).
Para todo z inteiro, ||z|| = |z|.

EXERCICIO x3.49.
Para todo z inteiro, |—z| = |z|.

EXERCICIO x3.50.
Demonstre: (Va,u)[|a] < Ju] <= —|u| <a < ul].

EXERCICIO x3.51.
Demonstre: (Va)[—|a| < a < |al].
©3.58. Teorema. Para quaisquer a,b inteiros,

la+b] < |a] + [b].
DEMONSTRAGAO. Sejam a, b inteiros. Logo (x3.52)

—ld<a<l
b <b< .
Logo (x3.52) —la| — |b] < a+b < |a| + |b].

Logo (x3.52) —(Ja| + |b]) < a+b < a| + |b].
Logo (x3.52) |a+ b| < |a| + |b|.

EXERCICIO x3.52.

Justifique em detalhe cada «logo» da demonstracao do Teorema ©3.58.

EXERCICIO x3.53.
Sejam a, b inteiros. Demonstre: |a| =|b] = a=b ou a = —b.

EXERCICIO x3.54.
Sejam a,b inteiros. Demonstre: ||a| — |b|| < |a — b] < |a| + |b].

300 \x| é conhecido em portugués como médulo de x, mas vamos falar tanto a palavra “moédulo” que

acho melhor usar o “valor absoluto” do absolute value para este uso.

(x3.46H0)

(x3.47HO)

(x3.48H1)

(x3.49H1)

(x3.50H0)

(x3.52H0)

(x3.53H0)

(x3.54H0)
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EXERCICIO x3.55 (multiplicatividade).
(va’b)[|ab| = ‘a||b|] (x3.55H0)

§48. Indemonstrabilidade e metateoremas

3.59. Por que desistimos de demonstra-la?. Se a gente tentar demonstrar uma
proposi¢éo a partir duns axiomas e néo conseguir produzir uma demonstragdo correta,
podemos concluir que tal proposicdo é indemonstravel? N&o necessariamente. Nosso
insucesso ndo garanta que nao vai chegar daqui uns dias um matemaético que vai pensar
em algo que nos ndo conseguimos pensar ainda. Enquanto demonstrar ou refutar uma
proposicéo, se trata duma questao aberta. Mesmo assim, em certos casos podemos sim
demonstrar que ninguém nunca vai conseguir nem demonstrar nem refutar uma certa
proposigao.

Considere como exemplo a proposicdo 0 # 1. Podemos realmente demonstrar a in-
demonstrabilidade da proposicao 0 # 1 a partir dos axiomas anteriores. Isso se trata
na verdade duma metademonstracao, ji que é uma demonstragio sobre demonstracoes
sobre inteiros. Efetivamente podemos demonstrar a (meta)proposigdo: ndo existe de-
monstracdo de 0 # 1 a partir dos axiomas anteriores. Podemos também demonstrar a
wrrefutabilidade da 0 # 1 a partir dos mesmos axiomas, ou seja, a indemonstrabilidade da
sua negacao. Essas duas informacdes juntas fazem tal proposicdo ser independente dos
axiomas anteriores: os axiomas nao determinam sua vericidade, ou seja tanto a 0 # 1
quanto a sua negacao sdo compativeis com os axiomas que trabalhdvamos no momento.

Talvez numa primeira lida isso parece muito louco. Como demonstrar que algo é
indemonstravel? Na verdade a idéia é bem simples: basta fazer duas coisas: (i) Cons-
truir um mundo onde todos os axiomas sdo validos (precisamos verificar isso), e onde
nossa proposigao também é. (Isso significa que nossa proposigao é compativel com tais
axiomas.) (ii) Construir um mundo onde todos os axiomas sdo validos e onde nossa pro-
posicdo nao é. (Isso significa que a negacgéo da nossa proposi¢do também é compativel
com tais axiomas.) Se alguém chegar alegando que conseguiu demonstrar tal demons-
tracao, sabemos que sua suposta demonstracio seria errada pois a usando poderiamos
inferir que a proposi¢io deveria ser valida no mundo do (ii), que é impossivel. Similar-
mente, se alguém afirmar que conseguiu refutar a mesma proposi¢io, com certeza nao
conseguiu, pois tal suposta refutagio geraria uma contradi¢do gragas ao mundo do (i).
Concluimos entéo que ninguém pode nem demonstrar nem refutar tal proposicao a partir
dos axiomas.

3.60. A indemonstrabilidade de 0 # 1. Mas o que mesmo significa construir um
mundo para o (Z ;0,1,+,—,-,Pos)? Simplesmente interpretar cada um dos seus compo-
nentes, em forma compativel com sua tipdgem. E se todos os axiomas da especificacao
s@o validos quando os interpretamos nesse mundo, o chamamos de modelo (ou imple-
mentagdo) da especificagio.?! Para nosso exemplo precisamos decidir: qual colec¢do de
objetos vai servir o papel de Z; qual objeto deles vai ser o 0; qual objeto deles vai ser
o 1; quais vao ser as operagoes +,—,-; e qual vai ser o predicado Pos (quais dos nossos
“inteiros” vao ser chamados de “positivos”).
Agora se a gente construir um mundo de

(Z;0,1,+,—,-,Pos)

31
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onde todos os axiomas até agora sdo validos, mas onde 0 # 1 ndo é, seria uma garantia
que nao ha tal demonstracéo e logo néo faz sentido continuar pensando em achar uma,
e portanto vamos adicioné-la como axioma, ji que é algo fundamental para os inteiros
que queremos axiomatizar aqui.

Eu deixo esse papel de construir tal mundo para ti (Problema I13.5).

Intervalo de problemas

PROBLEMA I13.1 (NZD vs. MCan).
No texto escolhi adicionar como axioma a lei de nao zerodivisores (Z-NZD) e demons-
tramos como teorema a lei de (-)-cancelamento. Demonstre que o caminho contrério

também é possivel, estabelecendo assim a equivaléncia das duas proposigoes a partir dos

axiomas anteriores.

PROBLEMA I13.2 (Ordem como primitiva).

Aqui escolhemos tratar a nogao Pos de positividade como primitiva, e definimos a ordem
(<) em termos de Pos. Faga tudo que precisa para mostrar que o outro caminho é
equivalente.

PROBLEMA I13.3 (A indemonstrabilidade da nao trivialidade dos inteiros).
Mostre que nao tem como demonstrar 0 # 1 pelos axiomas da Especificagao S3.39 (Os
inteiros (3/5)).

PROBLEMA I13.4 (A indemonstrabilidade da n&o zerodivisores dos inteiros).
Mostre que nao tem como demonstrar a (Z-NZD) pelos axiomas da Especifica¢ao S3.3
(Os inteiros (1/5)).

PROBLEMA TI3.5.
Retire o 0 # 1 dos axiomas, e no seu lugar adicione a proposic¢io superficialmente mais
fraca:

(Z-NTriv) (Fu,v)[u # v]
Demonstre 0 # 1.

§49. O principio da boa ordem

D3.61. Defini¢ao (conjunto bem ordenado). Seja W um conjunto de inteiros. Cha-
mamos o W de bem ordenado sse qualquer subconjunto habitado de W possui minimo.
Em simbolos:

W ¢ bem ordenado <& (VH C W)[ H habitado = H possui minimo]|.
p

(I13.2H1)

(I13.4H0)
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S3.62. Especificacao (Os inteiros (5/5)). Estipulamos o principio da boa ordem
como ultimo axioma:

(Z-WOP) O conjunto dos inteiros positivos é bem ordenado.

©®3.63. Teorema. Nao existe inteiro k tal que 0 < k < 1.

DEMONSTRAGAO. Suponha que existe inteiro k tal que 0 < k < 1. Preciso chegar numa
contradicao. Pela hipotese, o conjunto C = {ce€Z | 0 <c< 1} de todos os tais inteiros
é habitado (pelo menos pelo k). Logo, pelo PBO, seja m = min C' 0 menor membro de C.
Ou seja, sobre o m sabemos que: (a) 0 < m < 1; (b) para todo ¢ € C, m < ¢. Eu vou achar
um outro membro de C' que é ainda menor que o m, assim contradizendo a escolha de m.
Esse membro ¢ o m?. Basta demonstrar que: (i) m? € C; (ii) m? <m. Como 0 <m < 1
(pela (a)), logo multiplicando tudo por m temos 0m < mm < 1lm, ou seja, 0 < m? < m,
que ja nos da o (ii). Mas m <1 e logo 0 < m? <m < 1. Como 0 < m? < 1, consegui o
(i): m? € C. Chegamos assim numa contradi¢do, pois m foi escolhido para ser o menor
membro de C. i

3.64. Corolario. Para todo inteiro u, ndo existe inteiro k tal que u < k < u + 1.

DEMONSTRAGAO. Tu demonstraras isso agora no Exercicio x3.56. i

EXERCICIO x3.56.
Demonstre o Corolario 3.64.

3.65. Observacgdo. Vamos supor que temos um conjunto de inteiros A e, ainda mais,
sabemos que ele tem pelo menos um membro positivo. A PBO n&o parece aplicavel no
A ja que ele pode possuir membros ndo positivos, assim néo sendo um subconjunto do
Pos. Mesmo assim, seu subconjunto

def

Aso={a€ A | a positivo}

é feito totalmente por positivos e é habitado, e logo podemos sim usar o PBO para
solicitar o menor membro de A.q, ou seja, podemos solicitar o menor membro positivo
de A.

EXERCICIO x3.57 (PBO shiftado).
Sejam /¢ inteiro e A um conjunto de inteiros. Demonstre que se A possui membro a > ¢,
entdo o {a € A | £ <a} possui minimo.

3.66. Observacao (Conjuntos como predicados). J& encontramos a idéia de iden-
tificar objetos do tipo Set(Int) (conjuntos de inteiros) por predicados unarios nos intéiros
(objetos do tipo Int — Prop). Aplicamos a mesma idéia aqui, no sentido contrario para
olhar no principio da boa ordem (até shiftado) numa versao formulada com predicados:

EXERCICIO x3.58 (PBO shiftado, predicate form).
Sejam ¢ : Int — Prop e £ : Int tais que para algum z > ¢, ¢(z). Logo existe um inteiro m
tal que: (i) o(m); (ii) m > ¢; (iii) (Vo < £)[—p(z)].

(x3.56H12)

(x3.57HO0)

(x3.58H0)
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Q3.67. Questao. Tu acha que deveriamos adicionar mais proposi¢oes como axiomas
na nossa especificagdo? Cuidado: em geral, ndo queremos axiomas desnecessarios: se
podemos demonstrar algo a partir dos axiomas ja estipulados, nao faz sentido estipula-lo
como axioma também!

§50. Inducgoes

©3.68. Teorema (Inducao (set form)). Para qualquer conjunto de inteiros P, se
1€ P e P é (+1)-fechado,?? entdo Pos C P, ou seja, todos os inteiros positivos pertencem
ao P.

EsB0go0. Caso contrario, existeriam “contraexemplos”, ou seja, inteiros positivos que néo
pertencem ao P. Aplicamos a PBO para escolher m como o menor deles e olhamos para
o inteiro anterior que deve ser positivo e, ainda mais, menor que m, e logo pertence ao
P, algo que obrigaria m também pertencer. [l

3.69. Como usar. As versdes de induc¢ido que demonstramos aqui sdo enunciadas em
termos dum conjunto P que, satisfazendo certas condigdes, concluimos que deve possuir
como membros todos os objetos do nosso interesse.

Na sua versdo original, os objetos do nosso interesse sdo os inteiros positivos, e as
condigdes que o P precisa satisfazer sdo:

leP (Vz)[re P = z+1¢€ P]

Lembre que quando a gente queria introduzir a nocao dos inteiros positivos na nossa
especificacdo, em vez de introduzi-la como conjunto, optamos para considerar como
predicado undrio. (Se nao lembra: Nota 3.38.) Ainda mais, introduzimos logo apos
acucar sintactico que nos permitiu identificar as duas abordagens, escrevendo z € Pos e
Pos x sinonimamente.

Vamos aproveitar essa equivaléncia entre os dois conceitos s6 que na direcdo contra-
ria agora. Vamos visualizar o conjunto P dos objetos do nosso interesse como o predicado
de «ser interessado», e escrever P x em vez de x € P, ou, voltando para o uso das meta-
varidveis gregas, ¢(z). Visto assim, isso ¢ uma ferramenta para demonstrar proposicoes
da forma

(V& € Zso)[p(2) ]

onde ¢ é uma propriedade que inteiros podem ter ou nédo, ou seja:
@ : Int — Prop.

Para demonstrar entdo que todos os inteiros positivos gozam da propriedade ¢, basta
demonstrar:

e(1) (Vo = D]p(r) = ¢z +1)].

32 p é (+1)-fechado < paratodox e P,z +1€ P

(©3.68P)
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©3.70. Teorema (Inducao (predicate form)). Seja ¢ qualquer predicado unério
afirmével sobre inteiros, ou seja, ¢ : Int — Prop. Suponha que:

(1) «(1);
(2) (Vz)[p(z) = @z +1)].
Logo para todo inteiro positivo p, ¢(p).

JA DEMONSTRADO. Basta s6 traduzir as afirmagdes sobre conjuntos da demonstracgao
do ©3.68 para as correspondentes sobre predicados: = € P por ¢(z), etc. i

EXERCICIO x3.59.
Demonstre o Teorema ©3.63 usando inducao. (x350M1234)

3.71. Corolario (Indugao shiftada). Para qualquer conjunto de inteiros P, se { € P
e P é (+1)-fechado, entdo todos os inteiros z tais que x > { pertencem ao P.

EsB0OCO. Aplicamos o principio da inducéo no conjunto

def

P—t={p-t|peP}

de todos os membros de P “shiftados” por —/. 1

A versdo seguinte, conhecida como “indugéo forte” ndo merece seu apelido. A demons-
tramos como teorema e logo ndo se trata de algo mais forte mesmo. Mesmo assim, é
muito mais natural e conveniente em certos casos e logo faz sentido a destacar.

3.72. Corolario (Indugao forte). Seja P conjunto de inteiros. Suponha
(Vz)(M0<i<z)ie P] = z€P.

Logo todos os inteiros positivos pertencem ao P.33

DEMONSTRACAO. Suponha que hé inteiros positivos que néo pertencem ao P. Seja m
o menor deles (PBO). Logo, para todo positivo i < m, i € P. Logo m € P, e chegamos
numa contradicgéo. i

3.73. Regra de inferéncia. Gragas ao Teorema ©3.70 podemos enriquecer nosso sis-
tema de demonstragdes com a regra de inferéncia seguinte:

p(1)  (VR)[e(k) = ok+1)]
(Ve > 1)[p(z)]

InD,,

Essa corresponde a versdo original; adapta-la para as outras versoes, é pra ti.

EXERCICIO x3.60.
Escreva como regras de inferéncia as variagoes de indugao que encontramos (shifted e
fOI"te) . (x3.60H0)

330 quantificador no * (VO << x) ’ quantifica o 7. Ou seja, essa parte no que escrevi acima, desaguca-
rizando, fica assim: (Vi)[0 <i <z — i € P].
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§51. Somatodrios e produtdrios iterativos

3.74. Sejam s,t inteiros e 7(:) uma expressdo em qual ocorre possivelmente a variavel i.
. ~ t . . .
Queremos definir a notagao ) ;__ 7(i) para denotar a soma de todos os inteiros denotados

pelos termos 7(s),...,7(t), e similarmente a [[_, 7(7) para denotar o seu produto:
t t
Z T(R)=7(8)+ -+ 7(t) H T(1)=7(8) - 7(t).

Caso s > t ndo temos nenhum termo para operar, e logo se trata de somatoério vazio e
de produtério vazio respectivamente; e precisamos pensar qual seria o valor correto para
cada um desses casos:

Z (i) =7 [[6) ="

Caso s < t existem duas maneiras 6bvias para definir cada um deles, ambas recursivas:

S =

1=s

< (Ziir) + 7 t < (M=t @) -7
7(s) + ZE:S-‘,—:{ 7 (1) i=s 7(s) - HE:5+1 7 ().

D3.75. Definicao (Somatorio iterativo). Sejam s, ¢ inteiros e 7(i) uma expressdo em
qual ocorre possivelmente a variavel i. Definimos recursivamente:

zt:T(i) def { (Zz;; T(i)) +7(t), caso s <t

0, caso s > t.

EXERCICIO x3.61.
Verifique que Zlez' = 10, mostrando todos os passos do céalculo. (x3.61H0)

EXERCICIO x3.62.
Demonstre que a defini¢do alternativa

t .
ZT(Z) = {’(T)’(S) + ZE:S-{-I T(), caso s <t;
i=s

, caso s > t;

é equivalente & Definicao D3.75. (x3.62H0)

EXERCICIO x3.63.

Verifique que Zlei = 10, essa vez aplicando pelo menos uma vez a Defini¢ao D3.75 e

pelo menos uma vez a propriedade do Exercicio x3.62, novamente mostrando todos os
passos do célculo. (x3.63H0)
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EXERCICIO x3.64.
Ja sabemos que nédo hé diferenca extensional entre as duas maneiras de definir somatoérios.
Ha diferenca intensional? (x3.64H0)

Q3.76. Questao. Como definarias produtorios iterativos? Verifique tua tentativa cal-
culando um produtério curto como o H?le' antes de continuar.

D3.77. Definicao (Produtério iterativo). Sejam s,t inteiros e 7(i) uma expressio
em qual ocorre possivelmente a variavel i. Definimos recursivamente:

1, caso s > t;

}17@)@ (M2 () - 7(0), caso s <t.

=S8

EXERCICIO x3.65 (Produtério iterativo).
Obtenha os resultados correspondente aos exercicios x3.62 e x3.64. (x3.65H1)

EXERCICIO x3.66.
Adivinhe um lado direito interessante e demonstre: S>'__ er(i) = ?. (x3.66H1)

EXERCICIO x3.67.
Mesma coisa: 3_i__ (7(i) + a(i)) = 2. (x3.67H1)

EXERCICIO x3.68 (split).
?

Zzzs T('L) = Zz‘:s T(l) + ZE:? T(l) (x3.68H1)

EXERCICIO x3.69 (index shift).

Z::s (i) = ZL? 7(i — d). (x3.60H1)

EXERCICIO x3.70.

t
Z‘ — 7 (x3.70H1)
1=S

EXERCICIO x3.71.

HE:S er(i) ="7. (x3.71H1)

EXERCICIO x3.72.

HE:S () - U(i)) =7 (x3.7211)
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» EXERCICIO x3.73 (split).

t . ? . t .
Hi:s (i) = Hi:s (i) + Hi:? 7(4). (x3.73H1)
» EXERCICIO x3.74 (index shift).
H::s (i) = HZ:? 7-(7; —d). (x3.74H1)
» EXERCICIO x3.75.
H§=s ™) =7 (x3.75H1)

3.78. Reclamacao. Os ‘Y 7 e ‘J[’ que definimos aqui estdo fazendo uma mistura de
trabalhos e isso ndo é uma idéia boa: eles mesmo geram uma lista de termos simultane-
amente somando e multiplicando seus termos. Isso dificulta tanto o trabalho de definir
e manipular certos objetos, quanto o trabalho de demonstrar teoremas sobre eles. Seria
melhor separar o trabalho de gerar uma lista (a partir duma expressdo-padrao, um inicio,
e um fim) e o trabalho de operar em forma generalizada nos seus componentes. Faremos
isso no Capitulo 4.

» EXERCICIO x3.76 (Somatério de Gauss).
Demonstre que para todo inteiro n > 0,

2> i=n(n+1).
i=1
(x3.76H1)

» EXERCICIO x3.77.
Demonstre que para todo n > 0,

6Zi2 =2n° + 3n? + n.
i=1

(x3.77HO)

» EXERCICIO x3.78.
Demonstre que para todo inteiro n,

ou seja, P42+ 4nd =042+ +n)

(x3.78HO0)

» EXERCICIO x3.79.
Qualquer namero inteiro positivo n > 8 pode ser escrito como somatorio de 3’s e 5’s. (37910



§52. Binomial e seus coeficientes 93

EXERCICIO x3.80.
Seja
def 2

p(n) <= 8(1+2+---4+n)=2n+1)

(i) Demonstre que para todo k > 0, se ¢(k) entdao ¢(k +1).
(ii) Critique a orac@o: «Logo, por indugdo, temos que para todo n >0, ¢(n).».
(iii) Mudando apenas o ‘=’ para ‘>’ ou ‘<’, defina um outro predicado (—) tal que
para todo n > 0, ¢¥(n) (demonstre por indugao).

(x3.80H0)

EXERCICIO x3.81.
Demonstre que para todo n > 0,

zn: Fy=Fpio—1,
1=0

onde, novamente, F, o n-ésimo nimero Fibonacci. (x3.81HO)

EXERCICIO x3.82.
Demonstre que para todo n > 0,

> F?=F.Fop,
i=1

onde F,, o n-ésimo numero Fibonacci. (x3.8210)

§52. Binomial e seus coeficientes

EXERCICIO x3.83.
Demonstre que para quaisquer inteiros =y, (z +y)? = 2% + 22y + y>. (x3.83H0)

EXERCICIO x3.84.
Demonstre que para quaisquer inteiros z,vy, (z +y)® = 2 + 3z%y + 3zy? + . (x384H1)

3.79. Binomial. Nosso objetivo agora é generalizar para responder ao
(z+y)" =7
Facilmente percebemos que

(T+y)" =2+ +y"

4 )

mas esse uso de é tao abusivo que parece até piada considerar como progresso.
Podemos melhorar pouco, percebendo que no final das contas nossa resposta deve ser
um somatoério de termos x'y’. Por exemplo, no Exercicio x3.84 achamos

(x +9)? = zxx + zoy + xyx + yro + zyy + yry + yyr + yyy
— 2390 + 22y + 22y + 22y + 2% + 2y + 2 + 209,
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O objetivo é achar os coeficientes de cada termo desses:

— 230 + 22y + 22y + 22y + 2y? + ay? + ay? + 2%
~— S~
1 3 3 1
=12%° + 322y 4+ 32y® + 12%5.

Observe também como podemos melhorar os 4, j no z'y’: temos i+j = n, e logo podemos
escrever tudo em termos de apenas uma variavel (vou escolher a ’): 2" "y". Sabemos
entdo que (z + y)" pode ser escrito como um somatoério de termos z"~"y" e o desafio é
achar para um deles quantas vezes precisamos soméa-lo. Em outras palavras, procuramos
o coeficiente de tal termo no somatério. Vamos denotar por () o coeficiente do termo

:Enfryr:
(CU + )n _(n 2"+ n mnfl N n T n—1 + n\ n
7= \o 1 Y n—-1)" n)?

n
-3 (“) ey
r=0 r

®3.80. Teorema binomial. Para qualquer n > 0 e qualquer 0 < i < n, temos

<’:> = C(n,r).

ARGUMENTACAO COMBINATORIAL. Queremos achar quantas vezes o termo z"~"y" apa-
rece na expansao do binomial. Escrevendo

(z+y)"=(@+y)z+y) - (z+y)

n vezes

observamos que para cada das C(n,r) maneiras de escolher r dos termos acima, corres-
ponde um termo z""y": “escolha quais dos termos desse produtoério vao oferecer seus y’s
(o resto dos termos ofereceré seu z)”. Isso justifica o () = C(n,r). (Veja o Exemplo 3.81
para um exemplo.)

DEMONSTRAGAO. Por inducio.
Basg. Calculamos:

(@+y)° =1
0
> C(0,r)2" Ty =C(0,0)2° %0 =1-1-1=1.
r=0

PASSO INDUTIVO. Seja k tal que (z + y)* = S2F_ C(k, r)ab—Tyk (HD) . Calculamos:

4y =@+y(z+y)”
=a(z+y)ry(@+y)*
k+1
= Z Ck+1, r)xk_(r_l)yT.
r=0

Onde o ‘=’ é trabalho teu (Exercicio x3.85). |
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e EXEMPLO 3.81.
Para n:=7 e r :=4, a escolha indicada pelos termos sublinhados no

+y) =@+y)(@+y) (@+y) (@+y (@+y (@+y) (@+y)

corresponde ao termo zyryyry = 2°y*, e cada diferente escolha das C(7,4) corresponde
a0 mesmo termo mas com uma maneira diferente para formé-lo:

LXTYYYY, XTXYTYYyY, TrYYryy, TTYYyry, rryyyyr, ryrryyy, ..., Yyryre, yyyyrre .

C(7,4) = 35 strings feitos por 3 z’s e 4 y’s

» EXERCICIO x3.85 (Teorema binomial: por indug#o).
Demonstre o Teorema binomial ©3.80. (x3.8511234567)

§53. O lemma da divisdao de Euclides

A3.82. Lemma da Divisao de Euclides. Dados inteiros a e b com b # 0, existem
inteiros q e r tais que:

(EucDiv) a=bqg+r, 0<r<|b.
Além disso, os q e r sdo determinados unicamente.
» EsBOCO. EXISTENCIA: Considera a seqiiéncia infinita:
.o.,a—3b, a—2b, a—b, a, a+b, a+2b, a+3b, ...

Verifique que ela tem elementos ndo-negativos e, aplicando a PBO, considere o menor
deles. UNICIDADE: Suponha que a = bg +r = b¢’ + v’ para alguns ¢,7,¢',r’ € Z tais que
satisfazem as restricgdes 0 <r < |b| e 0 < r’ < |b|. Basta mostrar que r =7r" e ¢ =¢'. [

Por causa dessa existéncia e unicidade, podemos definir:

D3.83. Definigao (Divisao). Dados a,b € Z com b > 0, sdo determinados os inteiros ¢
e r que satisfazem a (EucDiv). Chamamos o ¢ de quociente e o r de resto da divisdo de
a por b e os denotamos por quot(a,b) e rem(a,b) respectivamente:

a = b quot(a,b) + rem(a, b) 0 < rem(a,b) < |b].

» EXERCICIO x3.86.
Seja n positivo. Se ag,aq,...,a,—1 S840 n inteiros consecutivos, entdo n | a; para um tnico
i€{0,...,n—1}. (x3.86H123)

» EXERCICIO x3.87.
Demonstre que para todo n € Z, se 3{n entdo 3 | n? — 1. (x3.87H1)
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EXERCICIO x3.88.
Demonstre que dado qualquer inteiro a, existem tnicos inteiros ¢ e r tais que a = 3¢ +r
e —-1<r<I1. (x3.88H1)

§54. Expansao e sistemas posicionais

Até agora temos usado os numerais que conhecemos desde criangas para referir aos ntime-
ros inteiros. Considerei dado que tu ja sabes todos esses (infinitos!) nomes de nameros,
e que tu entendes como interpretar e “como funciona’” esse sistema de numerais. Mas
suponha que um ser alienigena que usa um sistema de numerais completamente diferente
do nosso acha dificil acreditar que nosso sistema funciona mesmo: «Como vos sabeis?*
que nao tem numeros inteiros sem numeral?» Nesta seccio estudamos esse sistema, res-
pondemos nessa e em mais perguntas, e encontramos outros sistemas posicionais de
numerais.

3.84. Simbolos para os digitos e separadores de casas. Para os sistemas posicio-
nais com base b < 10 usamos os simbolos

0,1,2,3,4,5,6,7,8,09.
como digitos. Quando a base b é maior mas ainda b < 36 usamos os
A,B,C,....X,Y,Z

com valores 10,11,12,...,33, 34,35 respectivamente. O sistema mais usado com base
b > 10 é o hexadecimal com b = 16, onde realmente usamos os digitos

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F.

Tendo estabelecido um sistema de numerais para os valores dos digitos, podemos simples-
mente usar esses numerais sem se preocupar com os simbolos dos digitos para escrever
numerais de outros sistemas. Nesse caso separamos as casas com um simbolo novo (que
nao faz parte do nosso sistema de numerais estabelecido) como separador: usando o
decimal escolhemos por exemplo o simbolo : como separador das casas e assim podemos
escrever o nimero 151208 no sistema sexagesimal assim:

42:0:8=142-60%+0-60' + 8- 60°.

3.85. Observacgao. Muitas linguagens de programagcao usam o prefixo 0x como indica-
¢ado que o numeral que segue é hexadecimal. Similarmente o 0o (ou simplesmente um
numeral que comega com 0) indica octal, e 0 0b binario. Por exemplo 0x20 seria o numero
2015, OU seja 0 32; 0b100 seria o 100, ou seja o 4, e 0750 ou 00750 seria o 750, ou seja
0 488. Essas sdo apenas convengdes que certas linguagens seguem, entdo em forma geral
nao conte com nenhuma delas (a mais estabelecida sendo a do 0x).

34 4s alienfgenas conjugam até no segundo plural, pelo jeito. ..
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§

©3.86. Teorema (expansdo em base). Sejab> 2. Todo inteiro z > 0 tem uma tnica
expansao em base b: existem tinicos m,dy, ... ,d,, tais que:

T =dmb™ + -+ dyb* + dgb°

onde:
(i) para todo i€ {0,...,m}, d; € {0,...,b—1};
(ii)) dy =0 = m=0.
DEMONSTRAGAO. Demonstraras agora, com duas maneiras diferentes: pelo principio da

boa ordem (Exercicio x3.89) e por indugao (Exercicio x3.90).

EXERCICIO x3.89.
Demonstre o Teorema ©3.86 pelo PBO. (x3.89H0)

EXERCICIO x3.90.
Demonstre o Teorema ©3.86 por indugéo. (x3.90110)

mencione mais non-standard positional systems: negabinary, complex-base, gray code

§55. Quando uma base nao é suficiente

D3.87. Definigao (Fibonacci). Definimos a seqiiéncia dos niimeros Fibonacci recur-
sivamente assim:

=0

=1
Fn+2:Fn+1+Fn-

D3.88. Definicao (Lucas). Definimos a seqiiéncia dos niimeros Lucas recursivamente
assim:
Lo=2
Li=1
Ln+2 = Ln+1 + Ly

EXERCICIO x3.91.
Calcule o valor ng. (x3.91HO0)

Computando seus valores
3.89. Proposicao. Para todo n > 1, seja
En =Ftp-1+ Fn+1a

onde F,, é o n-ésimo numero Fibonacci (veja Definicao D3.87). Queremos mostrar que
para todon > 1, L, = ¢,, onde L,, é o n-ésimo nimero Lucas (veja Defini¢iao D3.88).
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» DEMONSTRAGAO ERRADA. Nos vamos demonstrar por indugdo que para todo n > 1,
L, = ¢,. Vamos primeiramente verificar que para n = 1, realmente temos L,, = £,:

b =Fy+ Fy (def. de ¢,,)
=0+ F + F, (def. de F,)
=0+1+0 (def. de F,)
=1
=1,. (def. de L,)

Seja k € N com k > 2, tal que Ly_1 = £;_1. Realmente temos

Ly=Lg 1+ Ly o
=lp_1+lp_2

def. de L,)

L)

(
(H.
= (Fy—o+ F) + (Fy—3 + Fr_1) (def. de ¢,,)
= (Fy—2+ F—3) + (Fx + Fi—1) (ass. e com. de (+))
=Fy_1+Fr (def. de F,)
= {y. (def. de ¢,,)

que termina nossa demonstragao. 4

» EXERCICIO x3.92.
Na demonstracio acima roubamos. Ache onde e explique como, e pense numa solugao. (x3.0210)

3.90. Proposicdo. Com a notacao da Proposi¢ao 3.89, para todon > 1, £, = L,.

DEMONSTRAGAO. Nos vamos demonstrar por indugio que para todo n > 1, L, = £,.
Vamos primeiramente verificar que para n = 1 e n = 2, realmente temos L, = ¢,. Para
n=1:

L =F+F (def. de ¢,,)
=0+ F+ F (def. de F,)
=0+140 (def. de F,)
=1
=1IL. (def. de L,)
E paran=2:
by = Fy + F lef. de ¢,
Lo=1L1+ Lo (def. de L,) 2 ) 1—|—+F j—F E(l(f (1( . ))
= def. de F,
=1+2 (def. de L,,) S
. =1+1+1
B =3.

Seja k € N com k > 3 tal que

Ly—1 =141 e Li—o=1"01_o



Intervalo de problemas 99
(nossas duas hipoteses indutivas). Vamos demonstrar que L = ¢;. Calculamos:

def. de L,,)
L)

def. de ¢,,, k > 3)
ass. e com. de (+))

Ly =Lg1+ L2
=Llp—1+Llp2
= (Fy—o+ F) + (Fr—3 + Fr—1)
= (Fr—2 + Fy—3) + (Fy + Fr—1)

(
(H.
(
(
(
(

=Fip1+ Fr def. de F,,, k > 3)

=Ly, def. de ¢,,)
que termina nossa demonstragao. i
EXERCICIO x3.93.
Ache uma nova demonstragao do Exercicio x3.79 por indugéo com trés bases. (x3.93H1)

3.91. Duas maneiras de organizar tua demonstragao. Ok, vamos supor que tu ta
tentando demonstrar algo da forma

(Vn = 0)[¢(n)]

por indugdo, e que tu decidiu usar duas bases (obviamente a ¢(0) e a ¢(1)). Como seria
teu passo indutivo? Tem duas maneiras boas para proceder agora:

MANEIRA 1: «Seja k > 2 tal que ¢(k — 1) (HIL1) ¢ ok —2) (H-1.2) Vou demonstrar que
©(k).» Nessa maneira, preciso tomar cuidado que nenhum inteiro menor que k—2 aparece
em algum canto errado, pois néo sei nada sobre eles; até pior pode ser que aparecem
objetos que nem sao definidos.

MANEIRA 2: «Seja k > 0 tal que ¢(k) (HLT) o ok +1) (H1.2) " Viou demonstrar que
o(k + 2).» E agora preciso tomar o mesmo cuidado, s6 que agora com inteiros menores
que k.

Ambas as maneiras sdo corretas e bem escritas e bem entendiveis e tudo mais—e da
pra variar mais também, pois ndo sdo tnicas (Exercicio x3.94). Qual vamos escolher?
Depende de gosto e as vezes do contexto também. Na maioria das vezes eu vou favorecer
a primeira: meus olhos gostam da associa¢io dos (H.I.i) com os ¢(k —i). Na mesma
linha de pensar, na segunda maneira as hipoteses indutivas sdo as ¢(k) e ¢(k + 1), e
alvo seria o p(k + 2); ent@o a (H.I.2) parece mais com o alvo do que com a (H.I.1). Ou
seja: nos meus olhos, os dados e o alvo ficam mais arrumados na maneira 1. Mas como
falei: ambas corretas; questao de gosto; entéo consulte teus proprios olhos.

EXERCICIO x3.94.
Qual seria a terceira “6bvia” maneira? Com que inteiros tem que tomar cuidado se
escolhé-la? (x3.94H0)

Intervalo de problemas

PROBLEMA II3.6.
Retire o (Z-WOP) e para cada ¢ : Int — Prop, adicione o axioma seguinte:

(Z-P1,) p(1) & (Vk>0)[pk) = w(k+1)] = (V& >0)[p(z)].
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Consegues o (Z-WOP) como teorema? (113.610)

PROBLEMA II3.7.
PIF < PIFF. (I13.7HO)

PROBLEMA I13.8 (Cadé a base da indugao forte?).
Seguindo o teorema acima, parece que nao precisamos demonstrar uma “base” na indugio
forte. Critique a seguinte afirmagéo:

Quando quero demonstrar um teorema da forma (Vn)[¢(n)] usando in-
dugao, eu preciso demostrar uma(s) base(s) ¢(0), p(1),...,¢(b—1) e de-
pois demonstrar ¢(k) para algum k sobre qual tenho dadas as b hipoteses:
ok —1),0(k —2),...,0(k —b). Por outro lado, usando inducao forte eu
preciso mostrar menos coisas: néo tenho nenhuma base para demons-
trar; e, além disso, no meu esforco para demonstrar o ¢(k), eu ndo vou
ter apenas umas poucas b hipoteses indutivas, mas sim todos os (i),
um para cada i < k. Como os dois principios sdo validos, eu vou sempre
usar inducéo forte.

(1I3.8H1)
PROBLEMA I13.9.
Na Seccgao §51 generalizamos os operadores binarios (4) e (-) para versdes iterativas.

Mostre como fazer a mesma coisa para um operador binario arbitrario (V). Quais pro-
priedades dele precisamos? (TI3.9H0)

PROBLEMA TI3.10.
Todo conjunto finito e habitado de inteiros possui membro minimo e membro méximo. (us.1om1)

PROBLEMA I13.11.
Demonstre que para todo n > 5,

(I13.11H0)

PROBLEMA I13.12 (Triminos).

Escrever

PROBLEMA II3.13 (Cavalos e aniversarios).
Vamos demonstrar o seguinte:

«Para todo n > 0, em qualquer conjunto de n pessoas, s6 tem pessoas
com o mesmo dia de aniversario.»

SUPOSTA DEMONSTRAGAO.
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«Por inducdo no n.
BASE. Trivial: em qualquer conjunto de 0 pessoas, so tem pessoas com o
mesmo aniversdrio, pois nao tem nenhuma pessoa e logo ndo tem como
achar pessoas de aniversdrios diferentes.
Passo INDUTIVO. Seja k > 0 tal que em qualquer conjunto de k pessoas,
s0 tem pessoas com o mesmo dia de aniversdrio. Seja A conjunto de
k+ 1 pessoas:

A ={po;p1,---sPk—1,Pk}

Considere os conjunto

A/ = {p()vplv e 7pk71}
A" =A{p1,... . Pk—1,Dk}-

Ambos os A', A" tém k pessoas, e logo pela hipdtese indutiva todos os
membros de A’ tém o mesmo aniversdrio entre si; e também todos os
membros de A” tém o mesmo aniversdrio entre si. Como a pessoa p;
estd no A’, todos os membros de A’ tém o mesmo aniversdrio com o p;.
Mas a pessoa py também etsd no A”, e logo todos os membros de A" tém
0 mesmo aniversdrio com o p1. Ou seja: todos 0s pg,p1,---,Pk—1,Pk LEM
aniversario no mesmo dia.»

Numa maneira parecida podemos demonstrar varias afirmacoes doidas, como por exem-
plo a seguinte:

«Para todo n > 0, em qualquer conjunto de n cavalos, s6 tem cavalos
da mesma cor.»

Obviamente o que “demonstramos” é errado, e logo na demonstragéo existe pelo menos
um erro—caso contrario seria uma indicacdo que o principio da inducéo n&o é véalido!
Qual &7 (T13.13H0)

» PROBLEMA II3.14 (Balanced ternary).
Para qualquer inteiro z existem tinicos m,dq, ..., d,, tais que

T =dp,3™ + - +d3' +dp3°,

onde:

(i) paratodo i€ {0,...,m}, d; € {-1,0,1};

(i) dp=0 = m=0.
Usando como digitos os simbolos T, 0, I com valores —1, 0, 1 respectivamente podemos
entao escrever qualquer inteiro sem sequer precisar um simbolo de sinal para os negativos.
Uns exemplos:

0 = 0-30 ~ 0
1 = 1-3°  ~ I
7T = 1-32+(-1)-3t+ 1-39 ~ ITI
-7 = (-1)-32+ 1-3" 4+ (-1)-3° ~ TIT
26 = 1-3+ 0-32+  0-3"+(-1)-3° ~ I00T

(I13.14H0)

» PROBLEMA I13.15.

n
Demonstre por indugao que para todo n € N, Zz l=(n+1)!—1. (I13.15H0)
=0
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PROBLEMA II3.16 (Factorial base system).

Os sistemas posicionais de numerais que encontramos até agora usam um fixo conjunto
de digitos para cada posi¢io. Agora vamos encontrar um onde para cada posicdo i,
podemos usar digitos com valores nos 0,...,i. Na posicdo 0 entdo temos apénas uma
opcao: o proprio 0, e logo essa posicdo sempre ta ocupada por 0. Na posicdo 1 ji temos
dois digitos disponiveis, com valores 0 e 1. Na posigéo 42 temos quarenta e dois digitos
disponiveis; seus valores sdo: 0 0,01, 02, ..., 0 40, 0 41, e 0 42. Cuidado, vamos usar
aqui seus valores como digitos, mesmo que no papel o 42 que acabei de escrever dé a
impressio que ele mesmo é composto por dois digitos, mas néo é o caso aqui! Por isso,
usamos o : para separarar “as casas’. O primeiro numeral em baixo seria valido, mas o
segundo néo

4:0:2:2:0:0 5:2:4:2:0:0

pois na posi¢do 3 tem o 4 > 3. Novamente os valores dos digitos vao acabar sendo
coeficientes de algo que depende da posicdo e todos os termos serdo somados. Como
sempre, escrevemos um nimero x como

T =dnan + dp_1ap_1 + - --d2as + dia; + doag 0<d; <Dy

onde D; denota o maior valor de digito para a i-ésima posicao. Neste sistema temos:
a; = 7! Di =1

Demonstre que tal sistema “funciona”: cada inteiro pode ser escrito neste sistema numa,
Gnica maneira.

Dar exemplos para o problema seguinte ou transformar em discussdo

PROBLEMA I13.17.

Uns leigos divulgando o LEM (§33) est@o tentando vender a idéia que seria essencial
para demonstrar mais proposicoes do que realmente é!

§56. Mais sobre conjuntos fechados sob subtracao

Vamos finalmente responder na pergunta Questdao Q3.35. Um conjunto de inteiros fe-
chado sob a subtra¢do (—) (e logo sob a (+) também, pois Exercicio x3.29), nao tem
muita liberdade na “forma” dele. O lemma seguinte mostra essa forma geral que todos
eles devem ter.

A3.92. Lema. Seja S um conjunto de inteiros nao vazio e (—)-fechado. Logo S = {0}
ou existe inteiro d > 0 tal que S é o conjunto de todos os miiltiplos de d:

S={md | meZ}.

DEMONSTRAGAO. Suponha que S # {0}. Basta demonstrar que existe inteiro d > 0 tal
que
S={md| meZ}.

Organizamos o resto da demonstracido em trés partes:

(13.16H0)

(I13.17HO)
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(A) Definir um d > 0 que sera o inteiro positivo desejado: Exercicio x3.95.

(B) Demonstrar que todos os multiplos de d pertencem ao S: Exercicio x3.96.

(C) Demonstrar que nada mais pertence ao S: Exercicio x3.97.

Com isso temos que o conjunto S e o conjunto de todos os multiplos de d possuem
exatamente os mesmos membros, que foi o que precisamos demonstrar. i

EXERCICIO x3.95.
Resolva a parte (A) da demonstragdo do Lema A3.92. (x3.95112)

EXERCICIO x3.96.
E a (B) (x3.96H1)

EXERCICIO x3.97.
Preciso mesmo enunciar? (x3.97H1)

EXERCICIO x3.98.
Sem usar disjungéo, escreva uma proposicao equivalente com a conclusao do Lema A3.92
e explique por que ela é equivalente. (x3.08111)

§57. Invertiveis, units, s6cios

D3.93. Definic¢ao (invertibilidade). Seja x inteiro. Dizemos que z é (-)-invertivel na
esquerda sse existe (-)-inverso direito de z, e simetricamente definimos o que significa
(-)-invertivel na direita. Em simbolos:

def

x é invertivel-L < (32')[xz’ =1];
z & invertivel- R <% (3/)[2/z = 1];
r é invertivel <% 2 & invertivel-L & z é invertivel-R.

Observe que ja que () é comutativa as trés afirmagoes sdo equivalentes para os inteiros.

D3.94. Definicao (unit). Seja u inteiro. Dizemos que u é um unit sse ele consegue
medir qualquer inteiro,?® ou seja, sse para todo z, existe k tal que uk = z:

wunit <5 (Va)(3k)[uk = 2] <5 (Va)[u | z].

EXERCICIO x3.99.
Demonstre que invertivel e unit sdo sinénimos nos inteiros. (x3.9910)

EXERCICIO x3.100.
Sejam a,b inteiros com ab = 1. Demonstre que a = b =1 ou a = b = —1. Conclua que os
Gnicos inteiros invertiveis sédo os 1, —1. (x3.100H0)

35 Euclides mesmo usou o verbo «medirs em vez do verbo «dividirs que usamos hoje.
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» EXERCICIO x3.101.
Demonstre:

(Va,b)[a|b & b|a = |a| = |b|];
(Va,b>0)[a|b & b|a = a=0D].

(x3.101HO)

D3.95. Definigao (Socios). Seja a,b inteiros. Dizemos que os a,b s@o sécios (entre si)
sseal|beb|a.

» EXERCICIO x3.102.
Justifique o plural e o «entre si» na defini¢do acima. (x3.102H1)

» EXERCICIO x3.103 (s6cios e abs).
Demonstre ou refute: para quaisquer inteiros a, b,

a,b socios < |a| = b].
(x3.103H1)
» EXERCICIO x3.104 (s6cios e units).

Sejam a,b # 0.

a,b socios <= (Ju unit)[a = ub].

(x3.104H1)

§58. Desenhando ordens

3.96. Desenhamos:

12 18

/N
/NS
NN

NS
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Pintamos os divisores de 12 de vermelho e os de 18 de azul,

/ N\,
\ X

SN
NN

e focamos nos divisores em comum (roxa):

RN
N S

3.97. E se fosse assim?. N&o sempre teremos um habitante dominando seu conjunto:
4 6
2 3
1

BEOIDIOM Continuar e conectar com mdc

§59. Melhor divisor comum

D3.98. Definigao. Sejam a,b,d inteiros. O inteiro d é um méaximo divisor comum (mdc)
dos a,b sse d é um divisor comum e um multiplo de todos os divisores comuns. Em
simbolos:

d & um mdc dos a,b <% d|a & d|b & (Ve divisor comum)[c|d].

divisor comun o “melhor” dos divisores comuns

Nesse caso, escrevemos:
d=(a,b).

Se 1 = (a,b), dizemos que os a,b sdo coprimos (entre si).
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! 3.99. Cuidado (Desfarcando como igualdade). Mais uma vez, abusamos aqui a
notacgéo para escrever uma proposicao “com roupas de igualdade”, quando na verdade
nao é. Veja primeiramente (Exercicio x3.105) que seu lado direito nem significa algo
sozinho. Entendemos entédo a notacao inteira como um predicado ternario nos inteiros

_=(,_) : Int X Int x Int — Prop.

EXERCICIO x3.105.
Parece que a Defini¢io D3.98 tem um erro: o simbolo (a,b) ndo foi bem-definido! O que
precisamos demonstrar para conseguir realmente a tipagem

(5,2) ¢ Int x Int — Int?

(x3.106HO)

3.100. Observacgao. Definimos o conceito de mdc totalmente em termos da relagao (]) e
logo nédo temos chances de conseguir unicidade de mdc. Para qualquer inteiro d que acaba
sendo um mdc dos a,b, com certeza seu sdécio —d também vai ja que a (]) ndo consegue
distingiii-los. Entéo a melhor coisa que podemos esperar é uma nocéo de unicidade mais
fraca: unicidade pelos olhos da (|), ou, como falamos mesmo: unicidade a menos de
sécios:

©3.101. Teorema (unicidade a menos de socios). Sejam a,b inteiros. Se d,d’ séo
mdc dos a,b, entdo d,d" sdo sécios.

EsB0¢O. Aplicamos a definigdo de mdc para cada um dos d e d’, para chegar em d | d’ e
d | d. [

3.102. Corolario. Sejam a,b inteiros. Existe tinico d € Z>¢ tal que d é um mdc dos a,b.

3.103. Artigo definido generalizado. Agora podemos sim definir o simbolo (a,b) e
tratar a expressao d = (a,b) como uma igualdade mesmo; o leitor que nao quer desviar
muito com a literatura popular pode fazer isso. Mas ndo havendo motivo de prejudicar
uns inteiros contra seus socios, e para introduzir a idéia de um artigo definido generali-
zado, vou insistir que falar do mdc em vez de um mdc, faz sentido, dado que entendemos
que estamos olhando o mundo dos inteiros pelos olhos da preordem (|). Nesse uso, en-
contrando o simbolo (a,b), a idéia é que ele denota um mdc, e que qual dos possiveis
socios ele é, ndo vai importar, pois ndo vamos sair desse mundinho. Por exemplo, néo
faz sentido perguntar se (a,b) > 0 ou nao, ja que isso estd misturando uma outra ordem
(a (>)) com a ordem utilizada no mdc, e, querendo investigar esse tipo de perguntas,
precisamos abandonar o conforto da abstragido do mundinho da (]).

D3.104. Definicao (O maximo divisor comum). Sejam a,b inteiros.

def

d=(a,b) <= d|a & d|b & de€Zsy & (Vo)[(c|a & ¢c|b) = c|d]

divisor comun 0 maximo

(©3.101P)
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EXERCICIO x3.106.

Na Definigao D3.98 definimos o que significa que dois inteiros a,b sdo coprimos (entre
si). Para essa definigao “compilar” algo precisa ser demonstrado. Enuncie e demonstre.

Podemos ja demonstrar umas propriedades basicas de mdc.

EXERCICIO x3.107.
Um mdc néo enxerga sinais: para quaisquer inteiros a, b,

(a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—b).

EXERCICIO x3.108.
Sejam a, b, ¢ inteiros. Logo:

(a,a) =a idempoténcia
(a,0) =a identidade-R
(a,1)=1 absorcdo-R

(a,b) = (b,a) comutatividade
((a,b),¢) = (a, (b,¢)) associatividade

EXEMPLO 3.105.
Ache um mdc dos 12, 18.
RESOLUGAO. Vamos primeiramente calcular os divisores de cada um desses nimeros:

divs(12) = {+1,£2, +3, +4, +6, +12}
divs(18) = {£1,£2, 3, +6, 49, +18} .

Segundo a defini¢do de mdc, se tem inteiro d que merece esse nome, ele € um dos divisores
comuns:

comdivs(12,18) = divs(12) N divs(18) = {£1,+2,+3,+6} .

3.106. Mas existem?. Ainda néo tratamos a ezisténcia de mdc. Definir o que um
objeto precisa satisfazer para ser chamado por um nome nao garanta que de fato existe
tal objeto. Por enquanto, pode ser que para certos inteiros existe um mdc deles, mas
para outros, ndo. Demonstraremos que néo é o caso, com duas demostracdes bem dife-
rentes. Primeiramente apresentamos uma demonstracido nédo-construtiva, que depende
do principio da boa ordem, conhecida como Lemma de Bézout. Ele ndo apenas garanta
a existéncia de mdc, mas, também afirma que ele pode ser escrito numa certa forma. Na
proxima secgéo, melhoramos a situagdo mostrando o algoritmo de Euclides, que, ainda
mais mostra uma maneira efetiva de construir (achar) o mde de quaisquer inteiros dados,
e ainda-ainda mais, aproveitando sua versdo “estendida”, fornecer a forma de escrevé-lo
garantida pelo Lemma de Bézout.

(x3.106 HO )

(x3.107HO)

(x3.108 HO)
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A3.107. Lemma de Bézout. Sejam a,b inteiros. Logo existe d que satisfaz a defini¢io

de (a,b), e ele pode ser escrito como combinacao linear dos a e b, com coeficientes inteiros;
ou seja,

(s, t)[d = sa + tb].
Além disso, o (a,b) divide qualquer combinacéo linear dos a e b.

EsB0go. Considere o conjunto C de todas as combinagdes lineares dos a, b:
CE{sa+th| s;teZ}.

Infira que existe d tal que L = dZ. Verifique que tal d ¢ um mdc dos a,b. Como d € C = dZ,
conclua que d divide qualquer combinagao linear dos a, b. 1

EXERCICIO x3.109.
Investigue se a forma do (a,b) como combinacéo linear dos a e b é unicamente determi-
nada. (x3.109H1)

3.108. Propriedade. a|b = (a,b) = a. Especificamente, (a,0) = a.

EsBOC¢O. Precisamos apenas verificar as condigées da definicdo de mdc, que seguem
pelas propriedades de (]) que ja demonstramos.

EXERCICIO x3.110.

Sejam a,b inteiros. Demonstre ou refute: para qualquer inteiro c tal que (i) ¢ é divisor
comum dos a,b e (ii) ¢ pode ser escrito como combinagéo linear dos a,b, temos que ¢ é

um mdc dos a,b. (x3.110H1)

EXERCICIO x3.111.
Sejam a,b inteiros. Demonstre que

(a,b) = (a,a+ ).

(x3.111H12)
EXERCICIO x3.112.
Demonstre que para todo n € N, (F,, F,,+1) = 1, onde F,, é o n-ésimo termo da seqiiéncia
Fibonacci (Defini¢ao D3.87). (x3.112H1)

§60. O algoritmo de Euclides

3.109. Idéia. Sejam a,b inteiros positivos. Como achamos o (a,b)? Nos vamos aplicar
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o lemma da divisdo (A3.82) repetitivamente, até chegar em resto 0:

a = b q + o, 0<rg<bd
b= ro ¢ + 7, 0<r <rg
ro = T g2 + T2 0<ra<m
T = Te q3 + T3, 0<r3<ry
Tn—3 = Tn—2 Gn-1 1 Tn—1, 0<rp1 <Tp-2
T2 = |Th—1|qn + \Tf/, O0=r, <rp_1.

0

O (a,b) estard na posicdo marcada acima. Vamos agora descrever o algoritmo formal-
mente, e demonstrar (informalmente e formalmente) sua corretude!

a3.110. Algoritmo de Euclides.
EucCLID(q, b)

ENTRADA: a,b: Int
SAIDA: (a,b)
(1) Se b =0, retorna a.
(2) Retorna EucLID(b,r), onde r = rem(a, b).

e EXEMPLO 3.111.
Ache o (101, 73) com o algoritmo de Euclides.
RESOLUCAO. Sabendo que os dois niimeros sdo primos, fica imediato que eles sdo copri-
mos entre si também: a reposta é 1.
Aplicando o algoritmo de Euclides, para achar o (101, 73), dividimos o 101 por 73:

101 = 73 - + 0< <73
- =~ ~

quociente  resto resto

e sabemos que assim reduziremos o problema para o alvo de achar o (73, resto). Pensando,
achamos os valores:

101=73- 1 + 28, 0< 28 <73
~— ~— ~—
quociente  resto resto

ou seja, (101,73) = (73,28). Entdo, repetimos:

73 =28 - 2 4+ 17, 0< 17 <28
- =~ ~~
quociente  resto resto
ou seja, (73,28) = (28,17). Repetimos:
28 =17 1 + 11 | 0< 11 <17
- =~ ~~
quociente  resto resto
ou seja, (28,17) = (17,11). Repetimos:
17=11- 1 + 6, 0< 6 <11
— =~ ~—

quociente  resto resto
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ou seja, (17,11) =

(11,6). Repetimos:

Capitulo 3: Os inteiros

11=6- +. 5, 0< 5 <6
~— ~— ~—
quociente  resto rest
ou seja, (11,6) = (6,5). Repetimos:
6=5- +.1, 0< 1 <5
~ N~

ou seja, (6,5) =

Mais compactamente, os passos sdo:

5 +_0 .
~—~ ~—~
quociente  resto

quociente  resto

resto

(5,1). Como (5,1) = 1, nem precisamos repetir, mas vamos mesmo assim:

5=1]-

1001=73-1+28,  0<28<73  (101,73) = (73,28)
73=128-2+17, 0<17<28 (73,28) = (28,17)
28=17-1+11, 0<11<17 (28,17) = (17,11)
17=11-1+6, 0< 6 <11 (17,11) = (11,6)
11= 6 -1+5, 0<5 <6 (11,6) = (6,5)
6=05-1+1, 0<1<5 (6,5) = (5,1)
5=[1]-5+0 (5,1) = (1,0) =

Pronto: (101,73) =

3.112. Observagao. Podemos utilizar o algoritmo de Euclides para achar o (a,b) onde
a,b € Z também, gracas ao Exercicio x3.107: (a,b) = (|a|, |b]) = EUCLID(al, |b]).

EXERCICIO x3.113.
Usando o algoritmo de Euclides, ache os: (i) (108,174); (ii) (2016, 305).

CODE-IT c3.1.

Implemente o algoritmo de Euclides e verifique tuas solugdes nos exercicios anteriores. (c.1io)

CODE-IT c3.2.
Implemente um modo “verbose” no teu programa do Code-it ¢3.1, onde ele mostra todas

as equacoes e desigualdades, e ndo apenas o resultado final. (¢3.2H0)

A3.113. Lema (Euclides). Se a,b € Z com b > 0, entdo (a,b) =
divisao de a por b.

(b,7), onde r o resto da

DEMONSTRACAO ERRADA. Dividindo o a por b, temos a = bg +r. Vamos mostrar que
qualquer inteiro d satisfaz a equivaléncia:

dla & d|b < d|b & d|r

Realmente, usando as propriedades A3.26, temos:
r
—~
dla & d|b = d|a—10q
d|bg+r < d|b & d|r
—

a

(x3.113HO0)
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Isso mostra que os divisores em comum dos a e b, e dos b e r S840 0S mesmos, ou,
formalmente:

{ceZ | cla& clb}={ce€Z | c|b& c|r}.

Logo,
(a,b) =max{c€Z | cla & c|b} (def. (a,b))
=max{c€Z | c|b & c|r} (demonstrado acima)
= (b,7) (def. (b,7))
que estabeleca a corretude do algoritmo. 4
EXERCICIO x3.114.
Qual é o problema com a demonstragdo do Lema A3.1137 (x3.114H0)

©3.114. Teorema (Corretude do algoritmo de Euclides). O Algoritmo de Eucli-
des a3.110 é correto.

EsBOCO. Precisamos demonstrar duas coisas: terminagdao e corretude.
CORRETUDE. Se o algoritmo precisou n passos, temos que verificar:

(a,b) = (b,19) = (ro,r1) = (r1,72) = -+ = (rp—1,"n) = (rn,0) = 1.

Todas as igualdades exceto a tltima seguem por causa do Lema A3.113; a ultima por
causa da Propriedade 3.108.

TERMINAGAO. Note que a seqiiéncia de restos rg,r1,... € estritamente decrescente,
e todos os seus termos sdo néo negativos:

0< -~ <rg<r; <rg<hb.

Logo, essa seqiiéncia ndo pode ser infinita. Realmente, o tamanho dela nao pode ser
maior que b, entdo depois de no méximo b passos, o algoritmo terminara. [ (03.114P)

EXERCICIO x3.115.
Explique por que as argumentagdes acima (©3.114) tanto de corretude quanto de termi-
nacao sao esbogcos mesmo e ndo demonstracoes. (x3.115H12)

3.115. Nos ja demonstramos que o mdc de dois inteiros a e b pode ser escrito como
uma combinagdo linear deles, mas como podemos realmente achar inteiros s,t € Z que
satisfazem a

(a,b) = as + bt, s, teZ?
Surpresamente a resposta ja esta “escondida” no mesmo algoritmo de Euclides!
a3.116. Algoritmo (Algoritmo estendido de Euclides).

ENTRADA: a,b € Z, b> 0
SAIDA: s,t € Z tais que (a,b) = as + bt.
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EXEMPLO 3.117.

Escreva o (101,73) como combinagcao linear dos 101 e 73.

RESOLUCAO. Primeiramente, precisamos aplicar o algoritmo de Euclides para achar o
mdc, como no Exemplo 3.111, mas vamos também resolver cada equacao por o seu resto:

101 =73 -1+ 28 28=101—- 73
7T3=28-24+17 17= 73 —2-28
28=17-1+11 11=28 — 17
17=11-1+4+6 6=17 — 11
11=6 -1+5 5=11 - 6
6=5-1+1 1=6 — 5

5=[1]-5+0.

Utilizando as equagdes no lado direto, de baixo para cima, calculamos:

73 ¢ 28
101 e 73)

3
— 3.2845-(73-2-28)=—-3-28+5-73—10-28=5-73—13-28
—5.73—13-(101 —73) =5-73 —13-101 +13-73 = —13-101 + 18- 73

1=6-5 (6 eb)

=6—(11-6)=6—-11+6=—11+2-6 (11e6)

=-11+2-(17-11)=-11+2-17-2-11=2-17-3-11 (17 e 11)

=2-17-3-(28—17)=2-17—-3-28+3-17=-3-28+5-17 (28 e 17)
( )
(

No lado direto mostramos nosso progresso, no sentido de ter conseguido escrever o mdc
como combinagdo linear de quais dois ntiimeros. Sublinhamos os inteiros que nos inte-
ressam para nao perder nosso foco. Em cada nova linha, escolhemos o menor dos dois
nimeros sublinhados, e o substituimos pela combinacao linear que temos gracas ao al-
goritmo de Euclides. Obviamente, essa notacio e metodologia ndo tem nenhum sentido
matematicamente falando. Serve apenas para ajudar nossos olhos humanos.

Achamos entao s,t € Z que satisfazem a equagdo 1 = sa +tb: sdo os s = —13 e t = 18.

EXERCICIO x3.116.
Usando o algoritmo estendido de Euclides, escreve: (i) o (108,174) como combinagio
linear dos 108 e 174; (ii) o (2016,305) como combinagéo linear dos 2016 e 305.

3.118. Equagdes de Diophantus.
escrever e posicionar

3.119. Quantos passos precisa o Euclides. Para demonstrar a terminagdo do al-
goritmo de Fuclides estabelecemos uma garantia que o EUCLID(a,b) depois b passos no
méximo termina. Como o exercicio seguinte mostra, o algoritmo de Euclides é bem mais
eficiente do que isso: depois dois passos, as duas entradas, nos piores dos casos, sao
reduzidas & metade!

EXERCICIO x3.117.
Se a > b, entdo r < a/2, onde r o resto da divisdo de a por b.

Q3.120. Questao. Quao eficiente é o algoritmo de Euclides?

(x3.116 HO)

(x3.117H123)
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LECIBJON Sobre eficiéncia, operacdes primitivas, oraculos
A3.121. Lema.

BEOIDIOM [Eficiéncia de Euclides

» EXERCICIO x3.118 (Euclides vs. Fibonacci).
Para todo n > 1 e quaisquer inteiros a > b > 0, se EUCLID(a, b) precisa n passos (divisoes)
para terminar, entdo a > F, 12 ¢ b > F,,.1, onde F; é o i-ésimo nimero Fibonacci. (x3.118H12)

» EXERCICIO x3.119 (mdc, fibonacci).
O fibonacci do mde de dois ntiimeros naturais é o mde do fibonacci de cadas:

(Vn,m € N)[(FmFm> = F(n’m)]'

(x3.119H0)

§61. Fatoracgao

7 Q3.122. Questao. Dado um inteiro positivo n, como podemos “quebra-lo” em blocos
de construgéao?

3.123. Cimento. Vamos primeiramente responder nessa questdo com outra: Qual seria
nosso “cimento”? Tome como exemplo o nimero n = 28. Usando (+) para construi-lo
com blocos, podemos quebra-lo:

28 =16 + 12.

E agora quebramos esses dois blocos:

16 12
—
=10+ 6+11+1;
€ esses:
10 6 11
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e 0 1 nao é mais “quebravel”. Nesse quesito, ele &€ um bloco atémico, um “tijolo”. Repe-
timos esse processo até chegar num somatoério cujos termos sdo todos tijolos:

=1+1+14+1+---+1.

28 termos

O leitor é convidado pensar sobre as observagoes seguintes:

(i) Comegando com qualquer inteiro positivo n, depois um finito nimero de passos, o
processo termina: nenhum dos termos que ficam pode ser quebrado.
(ii) Existe apenas um tipo de bloco atdomico: o 1. Podemos entdo formar qualquer
nimero n comegando com n tijolos (n 1’s) e usando a operagdo (+) para junta-los.
(iii) Nao faz sentido considerar o 0 como tijolo, pois escrevendo o 1 como

1=1+0 ou 1=0+1

nao conseguimos “quebréi-lo” em pecas menores. Pelo contrario, ele aparece nova-
mente, da mesma forma, no lado direito.

EXERCICIO x3.120.

Qual é a melhor estratégia para desconstruir o n em 1’s conseguindo o menor namero

de passos possivel? Quantos passos precisa? Suponha que em cada passo tu tens de
escolher apenas um termo (n&o atdémico) e decidir em quais duas partes tu o quebraras. (xi2011)

EXERCICIO x3.121.
Demonstre formalmente tua resposta no Exercicio x3.120. (x3.121H123)

3.124. “Vezes” em vez de “mais”. Vamos agora usar como cimento a operagdo (-),
ilustrando o processo com o nimero 2016:

2016 =12 - 168
e repetimos. . .

168
——
+3-28-6

|

”;}
—
[ V)

e agora vamos ver: o 4 pode ser quebrado sim (2-2), mas 0 37 Escrever 3 = 3-1 com certeza
ndo é um jeito aceitavel para quebrar o 3 em blocos de construcao “mais principais” o
lado direto é mais complexo! Quebrando com () entdo, o 3 é um bloco atomico, um
tijolo! Continuando:

.

3 .3.(7-4)-(2-3)
4
N
=2-2-3-7-2-2-2-3

onde todos os fatores sdo atomicos. Podemos construir o nimero 2016 entdo assim:

2016=2-2-3-7-2-2-2-3,
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usando os tijolos 2, 3, e 7, e a operagao de multiplicagdo. Nos vamos definir formalmente
esses tijolos (que vdo acabar sendo os inteiros que chamamos de irredutiveis ou primos:
D3.127, D3.129, ©3.132), e estudar suas propriedades.

Tlustrando com o mesmo ntmero 2016, um outro caminho para processar seria o
seguinte:

2016 = 48 - 42
48 42

entao no final temos:

2016=2-2-2-2-3-2-3-T7.

EXERCICIO x3.122.
O que tu percebes sobre as duas desconstrugdes?:

2016=2-2-3-7-2-2-2-3;
2016=2-2-2-2-3-2-3-7.

(x3.122H0)

EXERCICIO x3.123.
Fatore os inteiros 15, 16, 17, 81, 100, 280, 2015, e 2017 em fatores irredutiveis. (x3.123H0)

CODE-IT c3.3 (FactorNaive).

Escreva um programa que mostra para cada entrada, uma fatoracio em primos. Execute
teu programa para verificar tuas respostas no Exercicio x3.123. Note que muitos sistemas
unixoides tém um programa factor ja instalado:

# factor 65536 65537 65538

65536: 2222222222222222
65537: 65537

65538: 2 3 3 11 331

(c3.3HO0)

? Q3.125. Questao. Usando adicéo, nos precisamos apenas um tipo de tijolo para cons-
truir qualquer inteiro positivo: o 1. Usando a multiplicagao nos ja percebemos que varios
tipos sdo necessarios; mas quantos?

3.126. Resposta (Euclides). Essa pergunta e sua resposta néo sao triviais! Reco-
mendo para ti, tentar responder e demonstrar tua afirmagio. Logo vamos encontrar a
resposta (de Euclides) que é um dos teoremas mais famosos e importantes na historia
de matematica (Teorema 03.136).
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§62. Irredutiveis, primos

D3.127. Defini¢ao (Irredutivel). Seja p # 0 inteiro. Chamamos o p irredutivel sse p
nao é unit e para quaisquer a,b tais que p = ab, pelo menos um dos a, b é unit:

p irredutivel <% p nfo unit & (Va,b)[p=ab = a unit ou b unit].

Caso contréario, p é redutivel. Chamamos o p de composto sse p nao é unit e existem néo
units a, b tais que p = ab.

©®3.128. Teorema. Seja x inteiro. Logo x irredutivel sse os tinicos divisores de = sdo
osl,—1,z,—x.

DEMONSTRARAS NO EXERCICIO X3.124. i

EXERCICIO x3.124.
Demonstre o Teorema ©3.128.

D3.129. Definicao (Primo). Seja p # 0 inteiro. Chamamos o p de primo sse p nao é
unit e para quaisquer inteiros a, b, se p divide o produto ab entdao p divide pelo menos um
dos a,b. Em simbolos:

Prime(p) <= p nfo unit & (Va,b)[p|ab = p|a ou p|b].

! 3.130. Aviso. Nossas defini¢des de irredutivel e de primo, ndo conseguem discriminar
a partir da positividade: se um inteiro z é primo (ou irredutivel), seu s6cio —z também
é. E comum excluir os negativos dessas defini¢des, mas nio vou nega-los esse direito
aqui. Mais sobre essa escolha logo depois de conhecer o teorema principal deste assunto,
o Teorema fundamental da aritmética ©3.140.

A3.131. Lemma de Euclides. Todo inteiro irredutivel é primo.

ESBOCO. Sejam a,b inteiros e p irredutivel tal que p | ab. Suponha que p f a. Logo o
(a,p) =1 pode ser escrito como combinagao linear de a € p:

1=as+ pt, para alguns s,t € Z.
Multiplica os dois lados por b, e explica por que necessariamente p | b. [l

O converso disso também ¢é valido e logo as nogdes de irredutivel e de primo coincidem
no mundo dos inteiros:

©3.132. Teorema. Todo inteiro é irredutivel sse é primo.

DEMONSTRAGAO. A dire¢do (=) é o Lemma de Euclides A3.131. A diregao (<) ¢ o
Exercicio x3.125.

EXERCICIO x3.125.
Todo inteiro primo é irredutivel.

(x3.124H0)

(A3.131P)

(x3.125H0)
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A3.133. Lema. Se (d,a) =1 ed|ab, entdo d | b.

EsBO¢O. A demonstracio é practicamente a mesma com aquela do Lemma de Eucli-

des A3.131: 14 nods precisamos da primalidade do p apenas para concluir que (a,p) = 1.

Aqui temos diretamente a hipotese (a,d) = 1. [ (A3.133P)
3.134. Corolario. Sea|m, b|m, e (a,b) =1, entao ab | m.

DEMONSTRAGAO. Como a | m, temos m = au para algum u € Z. Mas b | m = au, e como
(b,a) =1, temos b | u (por Lema A3.133). Entao bv = u para algum v € Z. Substituindo,
m = au = a(bv) = (ab)v, ou seja, ab | m. i

EXERCICIO x3.126.
Demonstre ou refute: para quaisquer primos distintos p, g,

10q|n2 = pq | n.

(x3.126H12)

EXERCICIO x3.127.
O 0 é primo? Redutivel? Composto? O 17 (x3.127H0)

EXERCICIO x3.128.
2 é 0 “tnico” primo par.3¢ (x3.128T0)

EXEMPLO 3.135.
Os primeiros 31 primos positivos sédo os 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, e 127.

EXERCICIO x3.129.
Sejam p, g primos, tais que p | . Mostre que p, ¢ sdo sbcios. (x3.129H0)

EXERCICIO x3.130.
Seja z composto. Demonstre que z tem um divisor primo p tal que p? < z. (x3.130H0)

CODE-IT c3.4 (factor).
Use o Exercicio x3.130 para melhorar teu programa do Code-it ¢3.3. (¢3.410)

©3.136. Teorema (Euclid). Existe uma infinidade de primos.

EsBo¢o. Para qualquer conjunto finito de primos P = {pi,...,p,}, considere o niimero
p1--+pn + 1 € use-o para achar um primo fora do P. [ (e3.136P)

? Q3.137. Questdo. Como podemos achar todos os primos até um dado limitante b7

36 Em aspas, quando eu digo 2 aqui, eu incluo seu sécio —2 também. (Obvio?)
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3.138. O crivo de Eratosthenes. Eratosthenes (276-194 a.C.) conseguiu responder
com sua método conhecida como o crivo de Eratosthenes. Eu a aplicarei aqui para achar
todos os primos menores ou iguais que b = 128. Primeiramente liste todos os ntimeros de
2 até b=128:

Agora comece com o primeiro nimero na lista, o 2, e apague todos os maiores multiplos

dele:
2 3 5 7 9 11 13 15
17 19 21 23 25 27 29 31
33 35 37 39 41 43 45 47
49 51 53 55 57 59 61 63
65 67 69 71 73 75 7 79
81 83 85 87 89 91 93 95
97 99 101 103 105 107 109 111
113 115 117 119 121 123 125 127
Tome o préximo nimero que esta ainda na lista, o 3, e faga a mesma coisa:
2 3 5 7 11 13
17 19 23 25 29 31
35 37 41 43 47
49 53 55 59 61
65 67 71 73 77 79
83 85 89 91 95
97 101 103 107 109
113 115 119 121 125 127

Repita o processo (o proximo agora seria o 5) até ndo tem mais numeros para tomar. Os

17
33
49
65
81
97

2
18
34
50
66
82
98

3
19
35
51
67
83

4
20
36
52
68
84

5
21
37
53
69
85

6
22
38
54
70
86

7
23
39
55
71
87

8
24
40
56
72
88

9
25
41
57
73
89

10
26
42
58
74
90

11
27
43
59
75
91

12
28
44
60
76
92

13
29
45
61
7
93

14
30
46
62
78
94

15
31
47
63
79
95

16
32
48
64
80
96

99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112
113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128.

ntimeros que ficardo sdo todos os primos até o 128:

2 3 5 7 11 13
17 19 23 29 31
37 41 43 47
49 53 59 61
67 71 73 s 79
83 89 91
97 101 103 107 109
113 119 121 127
Tomando o 7:
2 3 5 7 11 13
17 19 23 29 31
37 41 43 47
53 59 61
67 71 73 79
83 89
97 101 103 107 109
113 121 127
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Tomando o 11:

2 3 5 7 11 13
17 19 23 29 31
37 41 43 47

53 99 61
67 71 73 79

83 89

97 101 103 107 109

113 127

E ja podemos parar aqui, certos que os nameros que ainda ficam na lista, sdo todos os
primos desejados.

? Q3.139. Questao. Por qué?

» EXERCICIO x3.131.
Seja a > 0 inteiro composto. Queremos dizer que a possui fator primo p < v/a. Mas como
néo definimos a /_ nos inteiros, reformulamos nossa afirmagéo assim: para todo z, se
2?2 > a, entdo existe primo p < x tal que p | a. (x3.131H1)

» CODE-IT c3.5.
Implemente o algoritmo de Eratosthenes e o use para achar todos os primos até o 1024. (xs5u0)

§63. O teorema fundamental da aritmética

Chegamos finalmente no resultado principal que esclarecera o que percebemos no Exer-
cicio x3.122: o Teorema fundamental da aritmética ©3.140, ilustrado (parcialmente) ja
por Euclides (circa 300 a.C.) nos seus Elementos [Euc02] e demonstrado completamente
por Gauss (no ano 1798) no seu Disquisitiones Arithmetice [Gau66].

©3.140. Teorema fundamental da aritmética. Todo inteiro x # 0 pode ser escrito
como um produtério de primos. Essa expressédo é tinica a menos de sécios e desconside-
rando a ordem dos fatores do produtorio.

DEMONSTRAGAO. Seja z € Z com z > 1.

ExISTENCIA: Usamos indugéo forte (veja 3.72). Caso x primo, trivialmente ele mesmo é
o produtorio de primos (produtério de tamanho 1). Caso contrario, x = ab, para uns a,b
coml<a<zel<b<uz logo sabemos (hipoteses indutivas) que cada um deles pode
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ser escrito na forma desejada:

a=pip2---pr, Para alguns p;’s primos;
b=qiq2---qr, para alguns g;’s primos.

Entao temos
T =ab= (plpz . 'pka)(qwz e ) =Pi1P2 " Pk,q192 * * * Gk,

que realmente é um produtoério de primos.
UNICIDADE: Suponha que para alguns primos p;’s e ¢;’s, e uns naturais s, ¢, temos:

L =Ppip2-..Ps,
T=q192---qt-
Vamos mostrar que s =t e que para todo i € {1,...,s}, p; = ¢;. Temos

Pip2---Ps = Q4142 .- .G,

e p; é primo que divide o lado esquerdo, entao divide também o lado direito:

P1|(I1Q2~-Qt~

Pelo Lemma de Euclides A3.131, p; | ¢;, para algum j;. Mas o g;,, sendo um dos g;’s,
também é primo. Logo p1 = ¢;, (veja Exercicio x3.129). Cancelando o p;, temos:

P2...Ps =q192 . ..45,-195,+19¢,

Agora repetimos até um dos dois lados néo ter mais fatores primos. Necessariamente, isso
vai acontecer “simultaneamente” nos dois lados (caso contrario teriamos um produtoério
de primos igual com 1, impossivel), ou seja: s = t. Note que as equagdes p; = ¢;, mostram
a unicidade desejada. i

Gragas ao teorema fundamental da aritmética podemos definir a:

D3.141. Definicao (Representacdo canodnica de inteiros). Seja 0 # n € Z. Sua
representacao canodnica é o produtoério

k
n= (1) [[pf = (F1)p{ps? - i,
7=1

onde 08 p; < py < -+- < p’s sAo primos, € a; € Nyg parai=1,...,k.
Observe que se relaxar a restric¢do nos exponentes tal que a; € N, cadan € Z (n #0)
pode ser representado (também tnicamente) como o produtorio

k
n= (1) []p{" = (E1)pgeps* - pix,
1=0

onde agora 08 pg < p1 < -+ < pg S40 todos os k+1 primeiros primos, sendo entdo py = 2, e
pr 0 maior primo divisor do n. Chamamos essa forma a representa¢do candnica completa
do n. (Veja também o Problema I13.26.)
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§64. Valuacoes

Ja temos, nos inteiros, um conceito de tamanho: |_|. A partir dele, definimos uma idéia
de distdncia: |- —_|. Agora vamos ver uma maneira bem diferente de definir tamanho
nos inteiros, e logo uma nova idéia de distancia também.

D3.142. Defini¢ao (Valuagao). Fixe um primo p. Definimos a fung¢éo V,, : Int — Int
pelas '
Vpa=max{i | p'|a}.

Chamamos a V], de p-valuacdo. Defina o tamanho p-ddico e a distancia p-adica pelas

def —(Vp a).
Y

def
llall, = p dp(z,y) = [z =yl -

Quando o ‘,” é 6bvio pelo contexto, o omitimos dessas notagoes.

EXERCICIO x3.132.
A Definicao D3.142 tem um erro. Ache e corrija! (x3132H0)

EXERCICIO x3.133.

Seja V uma p-valuagio para algum primo p. Demonstre:
(i) V(a+0b)>min{V a,V b};
(ii) V (ab)=V a+Vb.

(x3.133H0)

EXERCICIO x3.134.

Seja V uma p-valuagio para algum primo p. Demonstre:
(i) V (a,b) =min{V a,V b};
(i) V [a,b] = max{V a,V b}.

(x3.134H0)

EXERCICIO x3.135.
Demonstre:

(i) [labll = [la] [1];
(i) fla+ ] < max {llall [ol1} < fla]l + ]

(x3.135H0)

EXERCICIO x3.136.
Seja z inteiro. Demonstre:

(x3.136 HO)

A partir dum primo p, definimos a funcéo d, que chamamos de distancia p-adica, mas
devemos demonstrar que ela merece o nome distdncia:
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» EXERCICIO x3.137.
A distancia definida a partir da ||_||, realmente é uma fungdo de distancia, ou seja:

(i) dp(z,y) > 0;
(i) dp(z,y) =0 = z=1y;
(iii) d,(z,x) = 0;
(iv) dy(z,y) = dp(y, z);
(V> dp(x,2) < dp(,y) + dp(y, 2)

(x3.137HO)

§65. Conjecturas

BEOIPIOM definir a funcdo Collatz

73.143. Conjectura (Collatz). A fun¢do definida acima é total e (logo) igual a cons-
tante Az . 1.

3.144. Goldbach. No ano 1742 Goldbach comunicou para Euler as conjecturas seguin-
tes:

73.145. Conjectura (fraca de Goldbach). Todo niimero maior que 5 pode ser escrito
como soma de trés primos.

73.146. Conjectura (Goldbach). Todo nimero par maior que 2 pode ser escrito como
soma de dois primos.

D3.147. Defini¢ao (Primos gémeos). Seja p inteiro. Dizemos que p é um primo
gémeo sse ambos 0s p,p + 2 sdo primos.

73.148. Conjectura (Twin primes). Existe uma infinidade de primos gémeos.
73.149. Conjectura (Legendre). Para todo n > 0, existe primo entre n* e (n + 1)2.

©3.150. Teorema (Wiles (conjectura de Fermat)). Para qualquer n > 2, ndo exis-
tem inteiros a,b,c > 0 que satisfazem a equagao

a” +b" =c".
DEMONSTRADO. A artilharia utilizada para matar este teorema fica muito fora do nosso

alcance (e com certeza do Fermat também! O artigo principal é o [Wil95] (101 paginas!),
e 0 [TW95] completa o que faltou para consertar e finalizar a demonstragéo.
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Intervalo de problemas

PROBLEMA II3.18.
Como tu percebeu resolvendo o Exercicio x3.115, nenhuma das duas partes do Teo-
rema ©3.114 foi demonstrada mesmo. Demonstre as duas partes usando indugéo. (I13.18H1234)

PROBLEMA II3.19.
Demonstre as duas partes do Teorema ©3.114 usando o principio da boa ordem. (113.19H12345)

PROBLEMA I13.20.
Para todo p primo, e todo r € {1,...,p — 1},

p|Cp,r).

O que acontece se r =0 ou r > p? (I13.20H1)

PROBLEMA I13.21.
(Generalizagao do Exercicio x2.4.) Para quais u,v € Z, a afirmagéo

alb+c & a|ub+vec = a|zb+yc paratodos z,y€Z

é Vélida? (I13.21H0)

PROBLEMA I13.22.
Sejan € N, n > 1. Entre n e n! existe primo. (I13.22H123)

PROBLEMA I13.23.
Seja n € N. Ache n consecutivos niumeros compostos. (13231 1234)

PROBLEMA I13.24 (Definigao alternativa de mdc).

Uma defini¢ao alternativa do mdc é a seguinte: Sejam a,b € Z. O mdc dos a € b € 0
maior dos divisores em comum de a e b. Ache um problema com essa definicao, corrige-o,

e depois compare com a Definigdo D3.104. (I3.24H1)

PROBLEMA I13.25 (Contando os passos).
O que muda no Exercicio x3.120 se em cada passo podemos quebrar todos os termos que
aparecem? Qual é a melhor estratégia, e quantos passos sdo necessarios? (I13.25H12)

PROBLEMA I13.26 (Codificagao de seqiiéncias finitas).

Seja S o conjunto de seqiiéncias finitas de nimeros naturais. Descreva uma método para
“codificar” os elementos de S com os elementos de N\ {0}. Tua método deve ser uma
revertivel, no sentido que cada seqiiéncia finita

$=1(80,81,...,8k.) ES

deve corresponder em exatamente um ntmero natural n, € N\ {0}, e, dado esse ntimero
ns € Ny, deveria ser possivel “extrair” a seqiiéncia s cuja codificacdo é o ns. Nao se
preocupe se existem naturais que nao sdo codificacoes de nenhuma seqiiéncia. (T13.26H1234)
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» PROBLEMA II3.27 (Representagido candnica de racionais).
Generalize a representagéo candnica de inteiros para racionais. (I327H1)

» PROBLEMA I13.28.
Seja V : Int — Int tal que goza das propriedades do Exercicio x3.133:
(i) V(a+b)>min{V a,V b};
(ii) V(ab)=V a+Vb.

Demonstre que existem inteiro ¢ e primo p tais que V = ¢V, onde
V=cV, & (Va)[V(a) =cV,(a)].

(M3.28H1)

§66. A idéia da relagdo de congruéncia

JECIBJOM pintar com cores, metafora de times, planetas
Vamos fixar um inteiro positivo m. Agora gragas a divisdo de Euclides (A3.82), qualquer
inteiro a pode ser escrito na forma

a=mk+r, 0<r<m,

num jeito tnico, ou seja, os inteiros k,r sdo determinados pelos a, m.

Enquanto investigando a (ir)racionalidade dos v/2, v/3, v/m, etc., nos percebemos
que foi util separar os inteiros em classes, “agrupando” aqueles que compartilham o
mesmo resto quando divididos por m. Trabalhando com essa idéia nds encontramos
nosso primeiro contato com aritmética modular.3”

§67. Duas definicoes quase equivalentes

reescrever para corresponder d sec3o anterior
Precisamos definir formalmente a nocédo informal de “dois inteiros a e b pertencem a
mesma classe, quando separamos eles em times usando o inteiro m”. A primeira coisa
que precisamos perceber é que essa frase é uma afirmacéo sobre 3 inteiros. Queremos
entdo uma definigdo e uma notagado que captura essa relagio de aridade 3.

3.151. Congruéncia intuitivamente. Chamamos dois inteiros congruentes médulo
um terceiro inteiro, sse eles tém o mesmo resto, quando divididos por ele.

37 Mentira. Nao foi o primeiro nfio: somos todos acostumados com aritmética modular mesmo sem
perceber. Um desses contatos é por causa de ter que contar com horas e reldgios, cuja aritmética ndo parece
muito com aquela dos inteiros. Por exemplo: 21 + 5 = 26, mas se agora sdo 21h00, que horas serdo depois
de 5 horas? Nossos relégios ndo vou mostrar 26h00, mas 02h00.
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3.152. Critica. Primeiramente, o texto da definicdo é bem informal e ambiguo. Para
tirar essas ambigiiidades, precisamos introduzir varidveis para referir sobre os “mesmos
restos™

D3.153. Defini¢ao (Intuitiva). Sejam a,b, m inteiros com m > 0, e sejam ¢4, 74, Gp, €
rp 0s inteiros determinados pelas divisoes:

a=mqe +7q 0<ro<m
b=mq +1p 0<r7r, <m.

Digamos que os a e b séo congruentes moédulo m, sse r, = ry.

3.154. Observacgao. Olhando para dois ntimeros a e b, congruéntes moédulo m, o que
podemos dizer sobre a diferenga deles? Observe:

a—b=(mqy+714) — (map + 1)

=mQa — Mgy +Ta — T

=m(qa — @) + (ra — 1) ou seja, m | a—b
=m(ga — @) +0
=m(qa — @)

Essa observacao nos mostra um caminho mais curto e elegante para definir o mesmo
conceito. E o seguinte:

D3.155. Defini¢ao (Congruéncia (Gauss)). Sejam a,b,m € Z com m > 0. Digamos
que os a e b sdo congruentes médulo m, sse m | a —b. Em simbolos, escrevemos

a=b (mod m) PN mla—>b

e lemos: o0 a € congruente com b modulo m.

! 3.156. Cuidado. A notagéo de congruéncia as vezes iluda de ser interpretada como se
fosse uma relagédo entre o lado esquerdo L e o lado direito R, assim:

a =b (modm).
L
R

Nao! Principalmente, o lado direito, b (mod m), nem é definido, entdo ndo tem signifi-
cado, e nem faz sentido afirmar algo sobre ele. Prestando mais atengao, percebemos que
o _ = _ também néo foi definido! O que nés definimos foi o:

u =wv (mod w)

dados u,v,w € Z com w > 1.

3.157. Notagao. Talvez ficaria mais intuitivo (e menos conftiso) usar a notagao

a=mb < a=b (modm)

que introduzimos aqui pois as vezes ajuda. Mas a notacdo mais usada é a da Defini-
¢ao D3.155
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3.158. Intuicdo. Se precisamos para algum motivo pessoal—porque sim—separar men-
talmente a notacéo de congruéncia em dois lados, o tinico jeito que faz algum sentido
seria o:

a=b (modm).

S~ Se——

L R

Assim, entendemos que “algo acontece” (lado L), “dentro algo” (lado R), onde “algo
acontece” seria “o a parece com b’ e “dentro algo” seria “modulo m”. Mas, claramente
tudo isso é apenas uma guia (caso que queremos) e nada mais que isso. Para argumentar
sobre a relacdo de congruéncia, usamos apenas sua defini¢cio formal!

Para ganhar o direito de usar qualquer uma das duas defini¢des, precisamos mostrar que
sao equivalentes:

©3.159. Teorema (Equivaléncia das duas defini¢des). Sejam a,b,m € Z com m >
0, e sejam qq,7a,qp, 7 € Z 0s nimeros determinados por as divisoes:

a=mq,+7Tq 0<r,<m
b=maqy+7p 0<r,<m

Temos a equivaléncia:
a=b (modm) < r,=ry.

ESBOGO. Precisamos mostrar as duas dire¢oes do (). A diregdo («), é practicamente
a Observacao 3.154. Para a dire¢do (=), vamos mostrar que r, —r, = 0. Usamos a
hipdtese e propriedades de (]) para mostrar que m | r, — 7y, € depois as duas desigualdades
para confirmar que, com suas restric¢des, o inico inteiro miltiplo de m que as satisfaz E
o 0.

! 3.160. Cuidado (A operagao binaria “mod”). Em linguagens de programagio é
comum encontrar o operador bindrio “mod”, frequentemente denotado com o simbolo
“%’. Em matematica, essa fun¢do bindria (aridade 2) é mais encontrada como ‘mod’
mesmo. Cuidado n&o confundir a fun¢do mod : Z x Nyy — N com a relagdo a = b
(mod m). Faz sentido escrever:

69 mod 5 = 4.

Isso significa apenas que o resto da divisdo de 69 por 5, é 4. Por outro lado, nenhuma
das expressdes abaixo tem significado!:

69 (mod5)=4 4=69 (mod 5)

EXERCICIO x3.138.
Explique o tipo da func¢éo mod : Z x Ny — N.

EXERCICIO x3.139 (mod vs. mod).

Para cada uma das expressdes abaixo uma das trés opgdes é valida: (a) ela denota
um termo; (b) ela denota uma afirmacéo; ou (c) ela ndo tem significado. Para cada
expressao, decida qual é a opgao certa e: se for a (a), ache o seu valor (qual objeto ela
denota); se for a (b), ache se é valida ou nao.

(1) 69 (mod 5) =4

(©3.159P)

(x3.138H1)
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(2) 12=3 (mod 8)

(3) 12=20 (mod 4)

(4) 8 (mod 3) =12

(5) 108 =208 (mod (43 mod 30))
(6) rmod4=2 = =0 (mod 2)
(7) 5192 mod 3

(8)

13 (mod 8) = 23 (mod 18)

(x3.139H0)

§68. Aritmética modular

3.161. Fixando um m. Observe que
_ = _ (mod _):Intx Int x Int — Prop.
Ou seja, se trata duma relacao terndria. Naturalmente, fixando um inteiro m, a expressao

_ = _ (mod m) : Int x Int = Prop.

é uma relacao binaria que chamamos de congruéncia médulo m e denotamos também
por (=,,). Suas propriedades investigamos agora.

©3.162. Teorema (relacdao de equivaléncia). Fixe um inteiro m. Para todos os
inteiros a, b, ¢, temos:

1) a=na (reflexividade)
(2) a=n,b & b=,c = a=,c¢ (transitividade)
(3) a=nb = b=, a. (simetria)

» EsB0OCO. Todas séo facilmente demonstradas aplicando diretamente a definicdo de con-
gruéncia modulo m (D3.155) e as propriedades bésicas da (]). [ (©3.162P)

3.163. Observacao. Uma relagdo que satisfaz essas trés propriedades é chamada re-
lagdo de equivaléncia (§233). Ou seja, o Teorema ©3.162 que acabamos de demonstrar
afirma simplesmente que (=,,) é uma relagéo de equivaléncia. Estudamos relagdes no Ca-
pitulo 10. Paciéncia!

3.164. Propriedade. Se a =b (mod m), entdo para todo x € Z temos:

(1) a+z=b+2x (modm); (2) ax=bzr (mod m); (3) —a=-b (modm).

» EsBogo. Todas seguem facilmente pela definigdo (D3.155) de congruéncia modulo m. []
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©3.165. Teorema (congruéncia). Fixe um inteirom. Sejam a,a’, b,V tais que a =, a’

eb=,"b. Logo:
(1) a+b=,d+¥ (4)-compativel
(2) a-b=p,d -V (+)-compativel
3) —a=, —d. (—_)-compativel
DEMONSTRARAS AGORA. Exercicio x3.140. i
EXERCICIO x3.140.
Demonstre o Teorema ©3.165. (x3.140H0)

3.166. Congruéncias. O que foi isso? Efetivamente, o Teorema ©3.165 esta nos per-
mitindo substituir congruentes por congruentes em qualquer expressdo de soma, de mul-
tiplicacéo, e de negagéo, garantindo que o novo resultado vai ser congruente ao original.

EXERCICIO x3.141.
Suponha que z =t (mod m), e seja a um inteiro positivo. O que podemos concluir sobre
o z moédulo ma? (x3.141H12)

EXERCICIO x3.142 (De igualdades para congruéncias).
Sejam a,b inteiros. Se a = b, entdo a =, b para qualquer inteiro m. (x3.142110)

EXERCICIO x3.143 (De congruéncias para igualdades?).
Ha4 inteiros m tais que o reciproco é valido? Ou seja, tais que podemos inferir a = b a
partir de apenas a =,, b. (x3.143H0)

§69. Inversos e cancelamentos

D3.167. Defini¢ao (Inverso). Seja a,a’,m € Z. Chamamos o' um inverso (multiplica-
tivo) de a médulo m, sse

aa’ =1 (mod m).

Se existe inverso do a, o denotamos com a~! (dado um modulo m). 4

EXERCICIO x3.144.
Qual o problema com a defini¢cdo do a=17 (x3.144H0)

Podemos falar sobre o inverso (em vez de um inverso) modulo m, gragas ao teorema
seguinte.
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©3.168. Teorema (Unicidade do inverso). Sejam a,m € Z. Se b,b' € Z satisfazem a
axr =1 (mod m), entdo b=V (mod m).

DEMONSTRACAO. Como
ab=1 (mod m) & ab =1 (mod m),
pela transitividade e reflexividade da congruéncia moédulo m, temos:
ab=ab' (mod m).
Pelo Propriedade 3.164, podemos multiplicar os dois lados por b:38
bab = bab’ (mod m).

Dai, (ba)b = (ba)b’ (mod m), ou seja b= b (mod m). i

EXEMPLO 3.169.
O inverso de 2 médulo 9 é 0 5, porque 2-5=10=1 (mod 9).

Como o exemplo seguinte mostra, inversos nao existem sempre:

EXEMPLO 3.170.
O 4 n&o tem inverso modulo 6.
RESOLUGAO. Podemos verificar com forga bruta:

4-1= 4=4 (mod 6)
4.-2= 8=2 (mod 6)
4.3=12=0 (mod 6)
4-4=16=4 (mod 6)
4-5=20=2 (mod 6)

Pronto.
O teorema seguinte esclarece a situagao:

©3.171. Teorema (Inverso moédulo m). Sejam a,m € Z.

a tem inverso modulo m <= (a,m) = 1.

DEMONSTRAGAO. Precisamos mostrar as duas diregoes do (<).

(=): Escrevemos o (a,m) = 1 como combinagdolinear dos a e m (sabemos que é
possivel por Lemma de Bézout A3.107, e, até melhor construtivel gracas ao algoritmo
estendido de Euclides, Algoritmo a3.116):

1=sa+tm, para alguns s,t € Z.

38 Nada especial sobre b contra o b’. Poderiamos multiplicar por qualquer inverso do @ aqui.
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Entao temos:

1=sa+tm (modm)
=sa+0 (mod m)

= sa (mod m).

Acabamos de achar um inverso de a médulo m: o s.
(«): Seja b um inverso de a modulo m; em outras palavras:

ab=1 (mod m),
ou seja, m | ab—1, e mu = ab — 1 para algum u € Z. Conseguimos escrever
1 =um — ba,

a combinaco linear dos a e m. Pelo Lemma de Bézout A3.107, (a,m) | 1, logo (a,m) = 1. 1

Logo (Secgao §74) vamos encontrar mais uma maneira legal de achar inversos modulo
um inteiro.

! 3.172. Cuidado. A lei de cancelamento, mesmo valido nas igualdades, ndo é valido nas
congruéncias em geral. Por exemplo, 3-2= 3-8 (mod 18), mas nao podemos cancelar os
3 nos dois lados: 2 # 8 (mod 18).

Felizmente, o teorema seguinte mostra quando realmente podemos cancelar:

©3.173. Teorema (Lei de cancelamento moédulo m). Seja m inteiro. Para todo ¢
coprimo com m,
ca=cb (modm) = a=0b (modm).

EsBo¢o. Multiplicamos tudo por ¢7!, cuja existéncia (modulo m) é garantida pela
hipotese (aplicando o Teorema ©3.171). [ (@3.173P)

EXERCICIO x3.145.
Aplicando as definigdes e propriedades de congruéncia e da relagao (]), ache uma outra
demonstragio do ©3.173. (x3.145H0)

©3.174. Teorema (Wilson). Seja p inteiro.

p primo < (p—1)!=, -1
DEMONSTRARAS AGORA NO EXERCICIO X3.146. |

EXERCICIO x3.146.
Demonstre o Teorema ©3.174. (x3.146H12)
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§70. Exponenciacao

3.175. Nunca grande demais. Calculando nos inteiros (com igualdade) expressdes
que envolvem diversas operagdes os passos intermedidrios podem acabar precisando um
espaco grande, e o processo todo um tempo longo também. Por exemplo, queremos
calcular o inteiro 1061540:

1061%4° = 935475693614 . . . ... 159789080576.
—_——
(3095 digitos omitidos)

O que muda quando a gente trabalha mddulo um inteiro?

A maneira leiguissima seria calcular o inteiro 1061549, achar seu valor, e depois dividir
este nimero—boa sorte—com o 50, para achar o resto da divisdo que seria um z satis-
fatoério para nossa busca. Observe que o problema nao estd apenas no ultimo passo da
exponenciagdo: durante esse calculo precisamos fazer 1539 multiplicagoes entre niimeros
enormes. Podemos fazer melhor?

Antes de tudo, observe que gracas a congruéncia podemos substituir o 106 por qual-
quer congruente seu (modulo 50), por exemplo o 6. Precisamos calcular o 6140 (modulo
50) entao.

Mas, seguindo fielmente a definicdo de exponenciacao, essa melhoria nao vai acabar
fazendo alguma diferenca grande: continuamos precisando performar 1539 multiplicagoes
custosas.

Uma observagéo critical aqui é que precisando calcular varias operagdes “modulares”,
temos controle para nao permitir ao tamanho dos resultados intermediarios crescer muito:
em vez de deizar a modularizacdo para o final, a performamos no fim de cada operacdo
que chegou num resultado grande. E o que significa grande? Bem, alguém pode ser
satisfeito trabalhando com ntmeros no {0,1,...,49}, mas eu prefiro menores ainda: da
para substituir os 49,48, ...,26 pelos seus congruentes —1,—2,..., —24. Assim teriamos:

62=6-6=36=—14
6% =(—14)-6 = —84 = 16

o 6*=16-6 =96 = —4
1539 multiplicagbes 65 = (—4)-6=—24=—24

61940 = (—4) -6 = —24 = —24.

? Q3.176. Questao. Como procederia para achar um r “pequeno” tal que 6%4° =54 27



132 Capitulo 3: Os inteiros

Resposta: quadrados iterados. Calculamos os quadrados

62 =36=—14 6% = —4
6% = (-14)2 =196 = —4 612 = —16
6% = (—4)2 =16 = 16 62°6 =6
6'6 =162 = 256 = 6 6°12 = —14
62 =62 =36=—14 61024 = 4,

E agora temos:

61540 — 61024+512+4 — 61024651264 — (_4)(_14)(_4) — _224 = _24 (mOd 50)

§71. Resolvendo umas congruéncias

3.177. Corolario. Dados inteiros a,m, a congruéncia
axr =1 (mod m)
tem resolugdo para x sse (a,m) = 1.

DEMONSTRAGAO. Observe que aqui «x é resolugdoy significa «x é o (-)-inverso de a», e
logo esta proposicao é corolario imediato do Teorema ©3.171. i

3.178. Corolario. Dados inteiros a,b,m com a,m coprimos, a congruéncia
axr =b (mod m)
tem resolucéo para x.

» ESBOCGO. Suponha a,m coprimos. Logo o a possui inverso o’. E rotina verificar que o a’b
satisfaz a congruéncia desejada.

» EXERCICIO x3.147.
Enuncie o reciproco do Corolario 3.178 e demonstre ou refute.

» EXERCICIO x3.148 (raizes quadradas de 1).
Podemos, em geral, resolver a congruéncia 2 =1 (mod m)?

§72. O teorema chinés do resto

Ja sabemos como resolver congruéncias do tipo
axr =b (mod m),

e agora vamos ver como resolver uns sistemas de congruéncias.

(x3.148H0)
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©3.179. Teorema chinés do resto (binario). Sejam mq,ms, b1, by inteiros tais que
m1,mg sdo coprimos. Logo existe inteiro x que satisfaz o sistema de congruéncias

x =b; (mod my)
x = by (mod may).
Além disso, a solug¢do do sistema é tinica médulo mims.

EsBOGO. EXISTENCIA: Observe que o inteiro b; com certeza satisfaz a primeira con-
gruéncia. O problema é que talvez n#o satisfaga a segunda. Felizmente, temos mais
inteiros que satisfazem a primeira na nossa disposi¢do. Muito mais: uma infinidade
deles: cada congruente ao by, ou seja os membros do conjunto

{m1k+b1 | k‘EZ}
sao exatamente todos os inteiros que satisfazem a primeira. Agora estamos numa situacio
bem melhor, basta achar algum deles que satisfaz a segunda. Observe que cada membro
desse conjunto é determinado por uma escolha de k € Z. Ou seja, basta achar um inteiro
k tal que mik + by satisfaz a segunda. Talvez conseguimos achar até uma infinidade de
tais inteiros. Vamo la! Procuramos inteiros k tais que

mik + by = by (mod my),

ou seja, tais que
mlk = b2 — b1 (mod mg).

(Por qué?) Mas sabemos como resolver essa congruéncia para k. (Né? Por qué?) [

EXERCICIO x3.149.
Responda no primeiro “por qué?”’ acima. (x3.149H0)

EXERCICIO x3.150.
E no segundo. (x3.150H0)

Vamos ver isso na pratica:

EXEMPLO 3.180.
Ache todos os inteiros = € Z que satisfazem o sistema de congruéncias:

2 =1 (mod 5)
=7 (mod 12).

RESOLUGAO. Os inteiro que satisfazem a primeira congruéncia sdo os membros do
{6k+1| keZ}.

Basta achar os valores de k tais que 5k + 1 também satisfaz a segunda, ou seja, resolver
a congruéncia

5k+1=7 (mod 12)
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por k. Passando o (+1) peloutro lado (por que podemos fazer isso numa congruéncia?) te-
mos

5k =7—1 (mod 12)
=6 (mod 12).

Agora basta “dividir por 5”7, ou seja, multiplicar ambos os lados pelo 571, ou seja, pelo
inverso de 5 moédulo 12, que sabemos que existe pois (5,12) = 1 e logo 5 ¢é invertivel
modulo 12. Percebemos que 5 é seu proprio inverso, pois 52 = 25 = 1 (mod 12), e se nfo
percebemos isso, usamos o algoritmo de Euclides para calcular o inverso de 5 médulo 12.
Temos:

k=5-6 (mod 12)
=30 (mod 12)
=6 (mod 12).

Logo, para qualquer inteiro &/, tomando k = 12k’ +6, o 5k + 1 satisfaz ambas as congruén-
cias. Substituindo:

5k +1=5(12k" +6) + 1 = 60k’ + 30 + 1 = 60k’ + 31.
Em termos de classes médulo 60, achamos a tinica resolugéo:

=31 (mod 60).

? Q3.181. Questao. E se o sistema tem mais congruéncias?

Resposta. Supondo que os médulos séo coprimos dois-a-dois, nenhum problema! Basta
s6 focar em duas congruéncias cada vez, e substitui las por uma, que corresponde na sua
resoluc¢do (modulo o produto dos seus modulos).

EXERCICIO x3.151.
Ache todos os inteiros z € Z que satisfazem o sistema de congruéncias:

=1 (mod 5)
x =7 (mod 12)
z =3 (mod 7).

(x3.151H1)
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©®3.182. Teorema chinés do resto. Sejam a1, ...,ax,m1,...,my € Z, com 0S m;’s co-
primos dois-a-dois:
(Vi,j €{1l,....kD[i #j = (mi,m;) =1].

Logo existe x € Z que satisfaz o sistema de congruéncias

x =ay (mod my)

x = ay (mod my)

x = ay (mod my).

Além disso, a solucdo do sistema é tinica modulo my - - - my.
EsBOGO. EXISTENCIA: Seja
k

M::Hmi:mlmgn-mk

i=1

e, para todo i € {1,...,k}, defina o

Observe que M; é invertivel modulo m;, entdo seja B; o seu inverso. Verificamos que o
inteiro

k
Tr = E aiMiBZ-
i=1
satisfaz todas as k congruéncias, e é entdo uma solucao do sistema.

UNICIDADE: Suponha que z’ € Z é uma solugéo do sistema. Usando a definicao de
congruéncia e propriedades de (|), mostramos que 2’ = x (mod M). I

EXEMPLO 3.183.
Bora achar todos os inteiros z que satisfazem o sistema de congruéncias:

x =2 (mod 9)
z =1 (mod 5)
x =2 (mod 4).

BORA. Observamos primeiramente que os modulos 9, 5, e 4 realmente sdo coprimos dois-
a~dois. Entao, pelo teorema chinés do resto, o sistema realmente tem solugéo. Seguindo
sua método—e usando os mesmos nomes para as variaveis como no Teorema chinés do
resto ©3.182 mesmo—calculamos os:

M =9-5-4=180

M= 5-4=20 B; =5 (mod 9)
My=9 -4=36 Bs; =1 (mod 5)
Ms=9-5 =45 Bs =1 (mod 4),
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onde os invérsos B;’s podemos calcular usando o algoritmo estendido de Euclides (a3.116)
como na prova do Teorema ©3.171), mas nesse caso, sendo os modulos tdo pequenos fez
mas sentido os achar testando, com “forca bruta”. Entao, gracas ao teorema chinés, as
solugdes sdo exatamente os inteiros x que satisfazem

x = a1 M1B1 + aaM3Bs + azMsBs (mod M)
=2-20-5+1-36-14+2-45-1 (mod 180)
=200 + 36 + 90 (mod 180)
=146 (mod 180).

Para resumir, as solugbes do sistema s@o todos os elementos do {180k + 146 | k € Z }.

EXEMPLO 3.184.
Vamo achar todos os inteiros = com |z| < 64 que satisfazem o sistema de congruéncias:

z=1 (mod 3)
3z =1 (mod 4)
4x =2 (mod 5).

VaMo. Para aplicar o teorema chinés do resto precisamos os 3, 4, e 5 coprimos dois-a-
dois, que realmente sdo. Mas observe que o sistema n&o esté na forma do teorema; ai, ndo
podemos aplica-lo diretamente. Nosso primeiro alvo entfo seria transformar a segunda
e a terceira congruéncia para equivalentes, na forma necessaria para aplicar o teorema.
Na segunda vamos nos livrar do fator 3, e na terceira do fator 4. Como (3,4) = 1,39 0 3 é

invertivel modulo 4. Como o 3 = —1 (mod 4), temos diretamente que 37! = —1 (mod 4).
Similarmente achamos o inverso 47! = —1 (mod 4). Ent&o temos:
=1 (mod 3) z= 1 (mod 3) z= 1 (mod 3)
3z=1 (mod4) p « {3 832x=3""1 (mod4) p « { z=-1 (mod 4)
4x =2 (mod 5) 47 2 =47'2 (mod 5) z = —2 (mod 5).

Agora sim, podemos aplicar o teorema chinés. Usando os mesmos nomes para as variaveis
como no Teorema chinés do resto ©3.182, calculamos:

M =3-4-5=60

My=3 -5=15 By =3 (mod 4)
M;=3-4 =12 B3 =3 (mod 5),
onde os invérsos By e Bs calculamos percebendo que 20 = —1 (mod 3) e 15 = —1 (mod 4),

e o B3 com forga bruta mesmo. Pronto: as solugdes do sistema sdo exatamente os inteiros
x que satisfazem:

x = a3 M1 By + aaM3Bs + asM3B; (mod M)
=1.20-2+3-15-3+3-12-3 (mod 60)
= 40 + 135 + 108 (mod 60)
=40+ 15+ 108 (mod 60) (135 =15 (mod 60))
= 55 + 48 (mod 60) (108 = 48 (mod 60))
=-5+48 (mod 60) ( 55 = —5 (mod 60))
=43 (mod 60).

39 Qual ‘4’ foi esse?
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Logo, o conjunto de todas as solugdes do sistema é o {60k +43 | k€ Z}. Facilmente
verificamos que os tinicos dos seus elementos que satisfazem nossa restric¢éo |z| < 64 séo
os inteiros obtenidos pelos valores de k=0 e —1: x; = 43, 25 = —17.

EXERCICIO x3.152 (“entre si” vs “dois-a-dois”).
Considere as frases:

(i) Os inteiros ay,as,...,a, sdo coprimos entre si.
(ii) Os inteiros ay, as,...,a, sdo coprimos dois-a-dois.
Mostre com um contraexemplo que as duas afirmagdes ndo sdo equivalentes. (x3.152H1)

EXERCICIO x3.153.
Ache as solugoes dos sistemas de congruéncias seguintes:

_, - z =3 (mod 3)
z =3 (mod 4) 3z =3 (mod 4)
(1) 52=1 (mod 7) (2) 4x =2 (mod 5)
z =2 (mod 9) 52=1 (mod 7)

(x3.153H0)

O exercicio seguinte te convida descobrir que o teorema chinés pode ser aplicado em
casos mais gerais do que aparece inicialmente!

EXERCICIO x3.154.
Resolva os sistemas de congruéncias:

5z =2 (mod 6) z=2 (mod 6)
(1) x =13 (mod 15) (2) z =13 (mod 15)
z=2 (mod7) r=2 (mod?7).

(x3.154H1234)

§73. Critéria de divisibilidade

3.185. Critérion (Divisibilidade por poténcias de 10). Um inteiro c # 0 é divisivel
por 10% sse o ¢ escrito em base decimal termina com k digitos 0.

3.186. Critérion (Divisibilidade por 2 ou 5). Seja m € {2,5}. Um inteiro c é divi-
sivel por m sse o valor do tltimo digito do ¢ (em base decimal) é divisivel por m.

3.187. Critérion (Divisibilidade por 3 ou 9). Seja m € {3,9}. Um inteiro ¢ é di-
visivel por m sse o somatério dos valores dos digitos do ¢ (em base decimal) é divisivel
por m.
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3.188. Critérion (Divisibilidade por 4, 20, 25, 50). Seja m € {4,20,25,50}. Um
inteiro ¢ é divisivel por m sse o niimero formado pelos dois tltimos digitos do ¢ (em base
decimal) é divisivel por m.

3.189. Critérion (Divisibilidade por 11). Um inteiro c é divisivel por 11 sse o soma-
torio dos valores dos digitos do ¢ (em base decimal) em posigdo par menos o somatério
dos valores dos seus digitos em posicdo impar é divisivel por 11.

EXERCICIO x3.155 (Divisibilidade por 6).
Ache um critério (para o sistema decimal) para divisibilidade por 6.

3.190. Proposigao (Divisibilidade por 8). Um niimero ¢ é divisivel por 8 sse ele
satisfaz os critéria de divisibilidade por 2 e 4.

DEMONSTRAGAO ERRADA. Observe que por causa do Corolario 3.134, temos:
8lc <= 2|c & 4]c

Logo, aplicamos os critéria de divisibilidade por 2 e por 4. 4

EXERCICIO x3.156.
Ache o erro no Proposicao 3.190, e compare com a solugdo do Exercicio x3.155.

EXERCICIO x3.157.
Ache um critério (no sistema decimal) para divisibilidade por 8, e generalize para divi-
sibilidade por 2*

EXERCICIO x3.158.
Ache um critério (no sistema decimal) para divisibilidade por 225¢, onde z,y € N.

Intervalo de problemas

PROBLEMA II3.29.
Sejam a, b, c inteiros tais que a? + b? = 2. Entdo 3 | abe.

O SONHO DO CALOURO I13.30.
Seja p primo, z,y € Z.
(x4+y)P =2 +y” (mod p).

PROBLEMA TI13.31.
Existe uma infinidade de primos “da forma 4n + 3”, ou seja, o conjunto

{4n+3 | ne N e 4n+ 3 primo }

¢ infinito.

(x3.155H1)

(x3.156 H1)

(x3.157H12)

(x3.158H1)

(I13.29H12)

(I13.30H12)

(T13.31H123456)
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PROBLEMA I13.32.
Depois de ter resolvido o Problema I13.31, explique por que sua demonstracdo néo é
trivialmente adaptavel para resolver a mesma questio sobre os primos da forma 4n + 1.

©3.191. Teorema (Dirichlet). Sejam inteiros a,m coprimos. Existe uma infinidade
de primos p tal que p = a (mod m).

Este teorema foi conjecturado—e usado!—por Legendre no ano 1785 e finalmente de-

monstrado por Dirichlet no ano 1837.

CADE A DEMONSTRAGAO?. Infelizmente, ndo temos uma demonstracdo com as ferramen-
tas elementares que temos elaborado aqui. Para maté-lo usamos artilharia pesada, teoria
dos ntimeros analitica, que aproveita a Analise Matematica para estudar assuntos da te-
oria dos ntimeros. O livro [Ser73: Chapter VI] dedica um capitulo inteiro & demonstragao
deste teorema, e 0 [Apo76: Chapter 7] também! [

§74. Umas idéias de Fermat

Fermat (1607-1665) percebeu que para qualquer primo p, e qualquer inteiro a ndo divi-
sivel por p, 0 a? — a era sempre multiplo de p:

pta = pla?t -1
Observe que como a? —a = a(a?~! — 1), temos
plaf —a < pla(a® ' —1)
< plaouplat -1
Hoje a gente escreveria a observacao de Fermat
a’ =a (mod p),
notacdo e percepgao inacessivel a Fermat naquela epoca, uns 158 anos antes do [Gau66]
(1798) de Gauss.
©3.192. Teorema pequeno de Fermat (Fermatinho). Seja p primo. Logo
(Va)[a? =, a].
Fermat ndo demonstrou este teorema; alegou que néo quis encher o saco do seu leitor
com os detalhes da demonstracdo. Pelo contrario, eu vou encher teu saco mesmo. Quem
de fato demonstrou (e publicou) esse teorema primeiro, foi o suigo Euler, no ano 1736.
Leibniz tinha também escrito efetivamente a mesma demonstracio de Euler em algum

momento antes do ano 1683, mas nunca chegou a publica-la. Agora chega de historia,
bora demonstrar.

DEMONSTRACAO. Basta demonstrar o teorema para todo a > 0, ou, ainda mais, basta
verificar apenas os a € {0,...,p — 1}, pois estamos trabalhando moédulo p.

(113.32H1)
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Por indug@o no a. BASE. Calculamos 0? = 0 =, 0 e pronto. PASSO INDUTIVO. Seja
k tal que k? =, k. Precisamos mostrar que (k+ 1)? =, k + 1. Calculamos:

(k+1)P =, kP +17 (O sonho do calouro 113.30)

=, k+17 (h.i.)
=, k+1.
i
3.193. Corolario. Sejam p primo e a inteiro tais que a,p sdo coprimos. Entdo
a?t=, 1.

DEMONSTRAGAO. Tua: Exercicio x3.159. i
EXERCICIO x3.159.
Obtenha o Corolario 3.193 pelo Fermatinho (©3.192). (x3.159H1)

3.194. Nova maneira de calcular inversos. O Fermatinho nos permite calcular ra-
pidamente inversos.

EXERCICIO x3.160.
COHIO? (x3.160H1)

EXERCICIO x3.161.
Calcule (na méo!) o (-)-inverso de 108 modulo 241. (x3.161H1)

3.195. Nova maneira para exponenciacio modular. O Fermatinho nos permite
calcular rapidamente poténcias moédulo um inteiro.

EXERCICIO x3.162.
COHIO? (x3.162H0)

EXEMPLO 3.196.

Ache o ultimo digito do 2809,

RESOLUGAO. Procuramos um y tal que 28%° =y (mod 10) (por qué?). Usando o Ferma-
tinho (©3.192) temos:

2* =1 (mod 5),
logo
9800 — (24Y200 — 1 (mod 5).
Entdo modulo 10 temos duas possibilidades (por qué?):

(
~ {1 (mod 10)
2% = {6 (mod 10).

Podemos ja eliminar a primeira porque 28 é par. Finalmente, o altimo digito de 289 ¢
o 6.
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EXERCICIO x3.163.
Responda no primeiro “por qué?”’ do Exemplo 3.196. (x3.163112)

EXERCICIO x3.164.
Responda no segundo também, e ache um outro caminho para chegar no resultado,
usando o Teorema chinés do resto ©3.182. (x3.16411)

EXERCICIO x3.165.
Ache o resto da divisao de 417 por 3. (x3.165H1234)

§75. Primalidade

Investigamos aqui o problema seguinte: dado um inteiro x, verifique se x é primo ou néo.

3.197. O que temos até agora. Fatore o z em primos (Teorema fundamental da arit-
mética ©3.140; veja se a fatoracio do x é o proprio z. Qual o problema com isso? Demora
demais! Seria legal se a gente poderia decidir se x é primo ou néo sem necessariamente
precisar fatoré-lo. No final das contas, fatorando acabamos com muita mais informacao
do que estamos buscando aqui.

De fato, pensando pouco, parece que estou exagerando sobre o quio ruim que é a
situacio: ndo precisamos achar a fatoragdo completa do z. Assim que achar o primeiro
fator primo podemos ja parar o processo pois ja temos nossa resposta.

De mais-fato-ainda, pensando mais, isso ndo acaba sendo tdo melhor do que a idéia
de achar a fatoracdo completa. Cada divisdo custa, e se a quantidade delas fosse pequena
em comparacio com o tamanho do nosso numero z, seria aceitavel; mas nao é. Aqui
«pequena em comparac¢aoy significa de ordem de complexidade menor.

3.198. Critérion (Wilson). Para qualquer inteiro p,

p primo < (p—1)! =, -1

DEMONSTRADO NO TEOREMA ©3.174. |

3.199. Hipotese chinesa. Comecando testar uns numeros contra o teste de Fermat,
observamos que todos que ‘“sdo pegos” por ele, ja estdo pegos aplicando o teste 2-
fermatinho. Assim parece que nem precisamos testar contra os a-fermatinhos para a > 2.
Essa hipoétese é conhecida como hipétese chinesa:

Vx)[(Fl<a<z—1)[a" £, a] = 27 £, 2].

E facil ver como tal conjectura chegou a ser estipulada: de fato, todos os inteiros até
0 340 sdo testemunhas dela. Mas é um (Vz)[...] que estd sendo alegado aqui, e néo
ha quantidade suficiente de testemunhas que podemos testar para de fato confiar nela.
Surpreendentemente, o préoximo ntmero, o 341 é o primeiro contraexemplo para essa
hipotese: de fato, 2241 =341 2, mas mesmo assim tem a-fermatinho que o 341 nao consegue

enganar.
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EXERCICIO x3.166 (Enganador da chinesa).
Verique que 234! #£, 412, e que 341 ndo consegue enganar mesmo o fermatinho: ache um
a-fermatinho por qual o 341 é pego.

3.200. Numeros Carmichael. O 341 foi o primeiro ntimero que conseguiu enganar o
2-fermatinho, mas mesmo assim ndo conseguiu enganar o préprio fermatinho, como tu
descubriu no Exercicio x3.166 (né?) achando um a tal que o a-fermatinho pegou o 341
em flagrante. Continuando testando os préximos niimeros, parece de novo que ninguém
consegue enganar o fermatinho. Novamente tal concluséo é errada: chegando no namero
561 encontramos o primeiro exemplo de enganador de fermatinho. O 561 néo é primo
(561 = 3-11-17), mas mesmo assim ele consegue enganar todos os a-fermatinhos! Tais
inteiros chamamos de ntimeros Carmichael, e eles sdo bem raros em comparagio com
os primos—algo que vai acabar facilitando nossa vida daqui a pouco. Para um tempéao
nio sabiamos se h4 uma quantidade infinita deles ou n#o; de fato, h4 uma infinidade
de numeros Carmichael, algo que foi demonstrado s6 em 1994; mas ndo vamos precisar
disso aqui.

3.201. Pseudoprimos. Dado um “pseudocritério” de primalidade, como o da hipdtese
chinesa (o 2-fermatinho) ou o fermatinho, chamamos de pseudoprimo um nimero = que
conseguiu satisfazer tal pseudocritério sem ser mesmo um primo. A nocio de pseudo-
primo, entéo, depende do pseudocritério. Percebemos entao que 341 é um pseudoprimo
para o 2-fermatinho, e 561 é um pseudoprimo para o fermatinho.

©3.202. Teorema (loop de fermatinho: eficiéncia). Sejam > 0. Se existe inteiro a
coprimo com m tal que a™~! #, 1, entdo para pelo menos metade dos inteiros 0 < x < m,

amt Z., 1.

DEMONSTRAGAO. Seja a um tal inteiro: coprimo com m e tal que a™~! £, 1. Basta
associar com cada inteiro-aprovado (que conseguiu passar o teste), um que néo o passou,
em forma injetiva: associamos distintos aprovados com distintos reprovados. Isso garanta
que a quantidade dos dos aprovados nao pode superar a metade, que é exatamente o que
precisamos demonstrar. O mapeamento que procuramos € a (z — az): associamos cada
aprovado z o inteiro az, e basta demonstrar que: (i) ax realmente é reprovado (x3.167;
(ii) o mapeamento realmente é injetivo (x3.168). Deixo contigo.

EXERCICIO x3.167.
Demonstre a parte (i) do Teorema ©3.202.

EXERCICIO x3.168.
Demonstre a parte (ii) do Teorema ©3.202.

§76. Geragao de primos

Terminar
3.203. J4 temos umas maneiras de gerar primos a vontade. O crivo de Eratosthenes
(Nota 3.138) gera todos os primos até um dado ntimero, e a demonstracio de Euclides

(x3.166 HO )

(x3.167HO)

(x3.168 HO)
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sobre a quantidade dos primos fornece um gerador de primos também. Mas, aqui um
desafio: achar um primo grande. Nenhuma dessas idéias funciona bem aqui, pois aqui
«bem» significa que tu vai achar tal primo antes de morrer. E o que significa «grande»?
Depende da situacio, obviamente, entdo vamos considerar que um desafiador escolha
um comprimento ¢ e uma base b e nosso objetivo é achar um primo p cujo ntmeral
candnico na base b tem tamanho ¢. Efetivamente procuramos primo b* < p < b*1. Vamo
concretizar a situagio? Ache um primo p que, escrito no sistema posicional binéario,

ocupa 4096 bits.

Q3.204. Questao. Como procederias?

3.205. Chutando. Pelo incrivel que parece, uma maneira muito eficiente é chutando.

Escolhe aleatoriamente cada bit; verifique se o nimero gerado é primo; se é, acabou,
sendo, chute novamente.

3.206. Mas isso funciona?. Essa idéia s6 vai funcionar se os primos nao sao muito
raros. Apresento aqui, sem demonstracio, o famoso teorema dos nimeros primos que
estabelece exatamente a freqiiéncia asintotica dos primos:

©3.207. Teorema dos Numeros Primos. Seja n(z) £ {p <z | p primo}. Temos

T

m(x)

~ logz’
Equivalentemente, (p,),, ~ (nlogn),,.

A pergunta a qual este teorema responde tinha preocupado muitas lendas (incluindo Eu-
ler, Gauss, Legendre, Dirichlet, Chebychev, e Riemann) até finalmente foi demonstrado,
por Hadamard e Poussin independentemente, no ano 1896, utilizando ferramentas de
analise complexa, introduzidas pelo Riemann.

CADE A DEMONSTRAGAO?. As demonstragdes mais conhecidas utilizam ferramentas
de analise complexa e, mesmo que existem umas elementares, ficam fora tanto do nosso
alcance quanto do nosso foco aqui.*® O leitor interessado pode encontrar a demonstracgao
em textos de teoria dos nimeros (analitica), por exemplo no [Apo76: Chapter 13] ou no
[HW79: Chapter XXII]. [

40 Analise complexa ndo é nada complexo nem é nada para dar medo para meu leitor. Logo depois do
estudo dos reais no Capitulo 6, teras todas as ferramentas para estudar o assunto, caso quiser; e tenho umas
referéncias pra ti no fim daquele capitulo.
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3.208. O que isso significa, na pratica, agora?. Que existem por volta de 1/¢ primos
com ¢ digitos. Ou seja, chutando ¢ algarismos b-arios, temos por volta de 1/¢ chances de
“acertar” um primo. No Capitulo 6 (Os reais) aprendemos sobre limites de seqiiéncias
de ntmeros e o enunciado do Teorema dos Numeros Primos ©3.207 vai aparecer menos
obscuro. Mas por enquanto, é s6 entendé-lo na forma que mencionei aqui.

§77. Sistemas de residuos

D3.209. Definigdo. Se r = y (mod m) dizemos que y é um residuo de z médulo m.
Seja S = {ry,rs,...,r,} um conjunto de inteiros. Chamamos o S de sistéma completo
de residuos médulo m sse para todo inteiro x existe tinico r € S tal que r é um residuo
de z modulo m. Ou seja, cada inteiro tem exatamente um representante seu (do seu
time) nesse conjunto R. Chamamos o S de sistéma reduzido de residuos médulo m sse:
(i) todos os membros de S sdo coprimos com m; (ii) r; =, r; implica i = j (ou seja,
os membros de S sdo distintos dois-a-dois moédulo m); (iii) para todo inteiro = coprimo
com m, existe r € S tal que r € um residuo de z moédulo m. Se falar apenas de sistema
completo (s.c.) ou de sistema reduzido (s.r.) sem mencionar o moédulo m, é porque o
consideramos implicito pelo contexto.

EXERCICIO x3.169.
Todos os sistemas de residuos modulo m do mesmo tipo (completo ou reduzido) tém a
mesma cardinalidade entre si.

D3.210. Notagao. Denotamos a cardinalide (comum) dos sistemas reduzidos de resi-
duos modulo m por ¢(m). Investigamos a fungdo ¢ logo na Seccao §78.

EXERCICIO x3.170.
Sejam C um sistema completo e R um sistema reduzido. O que podes afirmar sobre os

Y c=7 [[r="

Demonstre a corretude dos teus palpites.

3.211. Sistemas de graga. Tendo um sistema (completo ou reduzido) de residuos mo-
dulo m, ganhamos “gratuitamente” outros sistemas (do mesmo tipo) de residuos modulo
o mesmo m. A idéia dos proximos exercicios é investigar o que podemos concluir se
comecgar mexendo com um tal sistema S para gerar outros. O que podemos concluir
sobre o0 S+ £7 Sobre 0 aS? Virando as mesas, se por acaso o R+ £ ou o aS acaba, sendo
sistemas também, o que podemos concluir sobre o ¢£?7 Sobre o a?

(x3.169H0)

(x3.170H0)
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EXERCICIO x3.171.
Sejam C um sistema completo de residuos moédulo m Entao o conjunto C + ¢ também é
um sistéma completo de residuos moédulo m. (x3.171H0)

EXERCICIO x3.172.
Sejam C sistema completo e a inteiro. Suponha que aC também é um sistema completo.
O que podes concluir sobre o a? O reciproco da tua resposta é valido? (x3.172H0)

EXERCICIO x3.173.
Sejam R sistema reduzido e £ inteiro. Suponha que R+ ¢ também é um sistema reduzido.
O que podes concluir sobre o £?7 (x3.173H0)

EXERCICIO x3.174.
Seja R sistema reduzido e a inteiro. Suponha que aR também é um sistema reduzido.
O que podes concluir sobre o a? O reciproco da tua resposta é valido? (x3.174T10)

3.212. Por qué «sistemas»?. Usamos a palavra “sistema” em vez da “conjunto”. Por
qué? A idéia é que estamos interessados néo apenas nos membros de tais conjuntos,
mas sim na estrutura algébrica que herdam dos inteiros. Os exercicios seguintes devem
deixar isso mais claro.

EXERCICIO x3.175.
Seja C' um sistema completo de residuos modulo m. Mostre que C é fechado mddulo m
sob a estrutura algébrica dos inteiros (0, 1, (+), (), (—_)). (x3.175H0)

EXERCICIO x3.176.
Seja R um sistema reduzido de residuos modulo m. Entéo R é (1, (+))-fechado modulo m.
Ainda mais, é fechado (m6dulo m, sempre) sob (-)-inversos. (x3176H0)

EXERCICIO x3.177.

Sejam m,n coprimos, e sejam M e N sistemas reduzidos de residuos moédulo m e n
respectivamente. Demonstre que o nM +mN é um sistema reduzido de residuos médulo

mn. (x3.177HO0)

§78. Euler entra

D3.213. Definicao (Funcao totiente de Euler). Seja inteiro n > 0. Definimos
o) E [{ie{1,....n} | (G,n)=1}.

Em palavras, ¢(n) ¢ o nimero dos inteiros entre 1 e n que s&o coprimos com n.

EXERCICIO x3.178.
Calcule os valores da ¢(n) para n=1,2,3,4,8,11,12, 16. (x3.178HO)
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3.214. Propriedade. p primo = ¢(p) =p— 1.

DEMONSTRAGAO. Como p é primo, ele é coprimo com todos os 1,...,p — 1. E como
(p,p) = p # 1, pela definigdo da ¢ temos ¢(p) =p — 1. i

EXERCICIO x3.179.
Quantos multiplos de a existem no {1,2,...,a"}? (x3.179H0)

EXERCICIO x3.180.
¢(n) é par para todo n > 3. (x3.180H1)

EXERCICIO x3.181.
p primo = ¢(p®) = p* — p?~t =p*~L(p—1). (x3.181T1)

EXERCICIO x3.182.
Sejam p primo e k € Z. Calcule o valor do somatoério Zfzogb(pl). (x3.182H1)

EXERCICIO x3.183.
D, q primos, PF#q = ¢(pQ) = (p - 1)((] - 1)- (x3.183H0)

©®3.215. Teorema. A funcio ¢ é multiplicativa:

(m,n) =1 = ¢(mn) = ¢(m)¢(n).

EsB0OCO. Arrume todos os ntmeros 1,2,...,mn numa tabela de dimensao n x m assim:
1 2 3 - ro..- m—1 m
m+1 m+ 2 m+3 - m+r .- m+(m—1) 2m
2m+1 2m + 2 2m+3 --- 2m—+r .- 2m+ (m—1) 3m
m—1ym+1 (n—-1m+2 n—-1m+3 --- (n—1)ym+r -~ (n—1)m+(m—1) nm
[

terminar

EXERCICIO x3.184.
Obtenha o Teorema ©3.215 como corolario do Teorema chinés do resto (binario) ©3.179. (ssim0)

3.216. Corolario. Se n > 2, entédo

onde 0s p;’s sdo todos os primos divisores de n.

EsB0OCO. Escrevemos o n na sua representacio candnica pelo Teorema fundamental da
aritmética ©3.140 e aplicamos repetitivamente o Teorema ©3.215. [ (3.216P)
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EXERCICIO x3.185.

a | b = ¢(a) | d’(b) (x3.185H0)

EXERCICIO x3.186.
2¢(n), n é par

s 2 (x3.186H0)
¢(n), n éimpar. B

©3.217. Teorema (Euler, de congruéncia). Sejam a,m € Z com (a,m) = 1. Entéo
a®™ =1 (mod m).
EsB0go. Considere o conjunto
R = {r1,r2,...,r¢(m)}
de todos os inteiros r com 1 <r <m, e (r,m) =1, e o conjunto

aR={ar | reR}

= {arl, ars, ... 7ar¢(m)} .
Observamos agora que (modulo m) os ary,ars, . .. , AT () SA0 apenas uma permutagao dos
T1,72, ., To(m)- LLOZO OS seus produtoérios sdo congruentes:

(ar1)(arz) -+ (arg(m)) = rir2- - Tg(m) (mod m).

Trabalhando na dltima congruéncia chegamos na congruéncia desejada. [

3.218. Corolario. Sejam p primo e a € Z com (a,p) = 1. Entéo

a1 =1 (mod p).

EsBo¢O. O resultado é imediato usando o teorema de Euler (©3.217) e a Proprie-
dade 3.214. [ (3.218P)

Intervalo de problemas

PROBLEMA I13.33.

Ache mais uma demonstracio do “pequeno Fermat” usando o teorema multinominal.

Essa provavelmente é a primeira demonstragdo do teorema, feita (sem publicar) por
Leibniz, e redescoberta depois por Euler. (T13.33H0)

PROBLEMA I13.34.
Demonstre numa linha o Exercicio x4.22: para todo n € N e todo inteiro impar a, a™ é
fmpar. (I13.34H1)



148 Capitulo 3: Os inteiros
» PROBLEMA I13.35.

(Generalizagao do Exercicio x4.22.) Sejam a € Z e m € N. Demonstre numa linha que
para todo n € N, existe b € Z tal que (am +1)" = bm + 1. (I13.35H1)

» PROBLEMA I13.36.
Demonstre que para todo m € N, o produto de quaisquer m consecutivos inteiros é
divisivel por m!. (113.36H0)

» PROBLEMA II13.37.
Demonstre que

onde d = (m,n).
Note quantas e quais das propriedades que ja demonstramos sio casos especiais dessa! (uss71o)

» PROBLEMA II3.38.
Sejam p, g primos com p # q. Demonstre que

pIl4gp =1 (mod pgq).

(M13.38H12)

» PROBLEMA II13.39.
Ache uma generalizagdo do Problema I13.38 aplicavel para inteiros a,b com (a,b) = 1.  (ms01123)

§79. Criptografia

A idéia da criptografia
Criptografia vs. steganografia

Criptografia vs. codificagdo

Criptografia “public-key”

LECIBJOl RSA criptografia e descriptografia
©®3.219. Teorema. Sejam e, M inteiros com (e,¢(M)) = 1, e seja d um inverso de e

médulo ¢(M): ed =1 (mod ¢(M)). Para cada x com (z, M) =1,

()" =m  (mod M).

DEMONSTRACAO. Observe primeiramente que:
ed=1 (mod ¢(M)) & ¢(M) |ed -1 & (Fk € Z)[kp(M) = ed — 1].
Seja k € Z entdo um tal k, e agora resolvendo por ed:

(*) ed = k(M) + 1.



149

Calculamos:
() = z¢
= ghe(M)+1 (por (*))
_ ko),
_ (@400,
z (mod M), (pelo teorema de Euler ©3.217)

onde no tltimo passo precisamos a hipotese que x e M sdo coprimos e logo, =¥ e M
também sao.

» EXERCICIO x3.187.
O que acontece se z ¢ M n#o sdo coprimos? (x3.187HO)

§80. Assinaturas digitais

BEOIBJOM Terminar

3.220. Perae!. Recebi mesmo uma mensagem que Alice mandou pra mim. Foi mesmo
encryptada com minha chave ptublica, eu sou o tinico que consigo descryptar facilmente
essa mensagem para ler seu conteido original. Mas temos um problema sério aqui.
Mesmo eu sendo a tnica pessoa que consegue descryptar (facilmente) as mensagem que
foram encryptadas com minha chave publica qualquer pessoa tem como encryptar qual-
quer mensagem. Como que eu posso saber que a mensagem que termina com «Abrago,
Alice» foi escrita mesmo por Alice?

§81. Funcgoes hash

QNOIBJOM Elaborar e terminar

Problemas

Leitura complementar

Veja o [BM77b: §§1.6-1.9].

[Euc02], [Gau66].

[And94].

[NZ80], [HW79].

Se os varios sistemas de numerais te deixaram com vontade de conhecer e analisar
mais, veja no [Knu97: §4.1].
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CAPITULO 4

RECURSAO; INDUCAO

LKCIBJON [impar, terminar, organizar

Vou comegar definindo formalmente os naturais. Na verdade, ndo vou definir os proprios nimeros
naturais. Nao: os numeros estdo la nas nivens do nosso coragdo. Nao vamos nos preocupar com
a questdo «o que € o nimero cinco?». Vamos comecgar definindo uns possiveis numerais para
tais ntmeros, que vou chamaéa-los de Nats, e a gente vai estuda-los e ver o que podemos definir,
calcular, e demonstrar sobre eles.

§82. Os Nats

D4.1. Definicao (Nat). Definimos o tipo de dados Nat com uma defini¢do inductiva:

e O é um Nat;
e Se n é um Nat, entdo Sn é um Nat;

Nada mais é um Nat.

4.2. Listando as formas. Escrevemos
data Nat = O| S Nat

e introduzimos assim o tipo Nat listando todas as formas possiveis que seus membros
podem ter: cada Nat ou é 0 O, ou é 0 S de algum Nat. Pronunciamos o simbolo ‘|’ como
“ou”, entendendo que separa as alternativas formas listadas.

4.3. Listando os construtores. Escrevemos

data Nat
O : Nat
S : Nat — Nat

para introduzir o tipo Nat listando todos os seus construtores e seus tipos. Assim sabemos
que o O ja é um Nat (ele é um construtor de aridade 0: nao precisa de argumentos). Por
outro lado, o S ndo € um Nat, mas sim um Nat — Nat, ou seja precisa ser aplicado num
Nat, para virar um Nat.
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4.4. Com regras de inferéncia (1/2). Uma maneira diferente de descrever a mesma
idéia é com regras de inferéncia. Essa abordagem combina bem com as arvores sintacti-
cas: escrevemos

O : Nat
e entendemos isso como

«(do nada) posso concluir que 0 é um Nat».

Esse «do nada» aqui quer dizer «sem premissa nenhumay. Vamos dar o nome ZERO para
essa regra de inferéncia, pois vamos precisar referir a ela depois. Escrevemos seu nome
no lado direito da linha de inferéncia. Fica assim:

O : Nat ZERO

Olhando pra isso entendemos o seguinte: a regra ZERO nos permite inferir que 0 é um
Nat.

? Q4.5. Questao. Como tu representaria a segunda regra da Definigdo D4.1 como uma
regra de inferéncia?

4.6. Com regras de inferéncia (2/2).

7ZERO n : Nat
O : Nat Sn: Nat

EXERCICIO x4.1.
Identifique variaveis vs. metavaridveis e simbolos da linguagem-objeto vs. da metalin-
guagem nas defini¢cbes acima. (xA.1HO)

EXEMPLO 4.7 (usando arvores).
Vamos inferir que S (S (S (S 0))) é um Nat mesmo.
RESOLUCAO. Vamos construir sua arvore bottom-up. O desafio é inferir

S(S(S(S0))): Nat
e usando a regra SUCC podemos reduzir esse problema para
S(S(S0)): Nat
S(S(S(S0))): Nat
Essa arvore tem afirmagdes “abertas” entdo ndo terminamos ainda. Usando a mesma
regra reduzimos o S (S (S 0)) : Nat para:
S(SO): Nat
S(S(S0)): Nat
S(S(5(S50))): Nat

Succ

Succ
Succ
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e continuando nessa maneira, chegamos finalmente no 0 : Nat; agora usamos a regra
ZERO, fechando assim a tnica coisa que tava aberta:

O : Nat

S O): Nat
S(SO): Nat
S(S(S0)): Nat

S(S(S(S0))): Nat

Succ
Succ

» EXERCICIO x4.2.
Leia essa arvore tanto de baixo pra cima, quanto de cima pra baixo! (x4.2H0)

e EXEMPLO 4.8 (usando palavras).
Podemos inferir que S (S (S (S0))) : Nat usando palavras tambem, ficando assim mais
perto da Definicao D4.1, mas para esse tipo de derivacio fica bizarro:

«Como O é um Nat (pela primeira clausula), logo SO ¢ um Nat (pela
segunda com n := 0). Logo S (S0) é um Nat, de novo pela segunda
clausula, essa vez com n:=S O...»

E ja cansei de escrever entdo vou parar aqui. Espero que apreciamos a laconicidade e
clareza das arvores para esse tipo de inferéncia.

D4.9. Notagao (Acgucar sintactico). Escrever
0O, SO, S(50), S(S(50)),

as vezes pode ser cansativo na mao ou nos olhos. Vamo introduzir pouco agtcar sintéctico
entdo. Usarei as palavras

0, S0, S50, 5550,
como apelidos desses Nats. Ainda mais, vou usar os numerais mais populares
0, 1, 2, 3,

para denotar os mesmos objetos. Mas é importante entender que sdo apenas isso, um
nome alternativo para os nomes “oficiais”; entdo quando eu pego para calcular, por exem-
plo, «quanto é 3-2», ou «quanto é SSS0-SS0», o que tu precisas calcular mesmo ¢é o

S(S(S0))-S(S0)

e espero que tu chegaras no resultado que eu chamaria de 6 ou de SSS55550, ou seja,
no S(S(S(S(S(S0))))). Finalmente, estendemos este agticar para aplica-lo até quando
temos variaveis envolvidas: tendo n : Nat, escrevemos, por exemplo,

552+ 555n

como abreviagdo da
S(S(S(S0)))+S(S(Sn)).
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4.10. Uns apelidos com gramatica BNF. Olhe na sintaxe BNF para descrever a
gramética que gera as palavras-apelidos 0, 50,550, 5550, ...:

(Nat) == 0 | S(Nat)

Note a semelhanga com o Nota 4.2. Ainda mais, para gerar a palavra SSSS0 a partir
dessa graméatica procedemos assim:

(Nat) ~~ S (Nat)
~+ SS (Nat)
~» §S8S (Nat)
~» S§S555S (Nat)
~ §5550.

Isso corresponde & inferéncia S (S (S (S 0))) : Nat do Exemplo 4.7.

EXEMPLO 4.11.
Aqui os numerais de Nat que correspondem nos primeiros 5 nimeros naturais:

0, S0, S8S0, S5S550, SSS5S50.
Escrevemos a seqiiéncia de “primos naturais” entao assim:
550, S§S5S0, 8558550, S5S5555550, S55555555550,

Ou seja, cada nimero natural n corresponde numa seqiiéncia de n copias de S, seguidas
por um 0.

4.12. Observagao. Esse sistema de numerais é praticamente um sistema unério. A
grande desvantagem dele é que o tamanho dos numerais cresce analogamente com o
tamanho de nimeros. Comparando com os sistemas mais comuns com bases b > 1 como
o binério ou o decimal, ja parece deficiente nesse sentido. Mas uma vantagem para a
gente nesse caso é sua simplicidade na sua definicdo recursiva: cada Nat ou € o zero, ou
o sucessor de um Nat. Tudo sobre os Nats é desenvolvido usando apenas essa definicdo
simplissima.

D4.13. Definigao (Os Nats canoénicos). Chamamos os termos
0, SO, S(S0), S(S(50)), S(S(S(SO)),

de valores canoénicos ou literais do tipo Nat.

4.14. Operador vs. construtor. Logo vamos definir operagoes nos Nats ((+), (-), etc.)
e vamos ter, por exemplo, que

S(S50 + (S5S0 - $50)) : Nat

também, mas obviamente faz sentido perguntar

«Quanto é S(SS0+ (5550-550))7»
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e a resposta deve ser $555555550. Mas néo faz sentido perguntar
«Quanto é SS07»

Ou seja: esse S (que vem da palavra “sucessor”) nao representa um operador que deve
ser aplicado num argumento e que vai retornar um resultado com valor. N#o! Esse S é o
que chamamos de construtor de valores, ou seja, o SS0 ja é um valor proprio, um valor
final, um valor candnico: sem nada mais para ser calculado. Por o mesmo motivo néo
faz sentido perguntar

«Quanto é 27»

2 é 2 ué.

4.15. Naturalmente consideramos todos os valores canénicos como distintos, ou seja,
para quaisquer z,y : Nat temos:

O#S«x disjointness
Sz=Sy = z=y. injectiviy

A segunda nos permite “cortar os S’s” numa igualdade entre sucessores. Ela é freqiiente-
mente usada na forma da sua contrapositiva:

r#y = Sx#Suy.

Destacamos esses dois como principios sobre o Nat, que determinam o que significa (=44 )-

§83. Pouco de setup

Ja encontramos no [gualdade entre Nats 4.15 dois principios sobre seus construtores. Na
verdade, o Nat ndo tem nada especial nesse quesito. Estipulamos os principios seguintes
sobre qualquer tipos de dados definido indutivamente:

4.16. Principio (Disjointness of constructors). Construtores distintos constroem
valores distintos.

4.17. Principio (Injectivity of constructors). O mesmo construtor aplicado em va-
lores distintos constréi valores distintos.

Veja que os dois principios listados no 4.15 sdo, de fato, apenas as tradugdes destes
principios para o tipo Nat.
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§84. Definindo fungdes recursivamente

D4.18. Definigdo. Definimos a double que retorna o dobro da sua entrada:
double : Nat — Nat

double O =0
double (Sn) =S (Sn).

D4.19. Defini¢ao (Adigao). Definimos a operagao (+) no Nat:
(4) : Nat — Nat — Nat
n+0 =n
n+(Sm)=S(n+m).

4.20. Tags implicitos. Em vez de ficar dando rétulos para cada “equacao” de defini¢cbes
como a Definicao D4.19, adotamos a convencéo que usamos a notagdo f.i para referir a
i-ésima “equacao” da definicdo da f. Assim, escrevemos ‘(+).1’ e ‘(+).2’ para referir as
duas equagdes da D4.19, respeitando a ordem que elas foram escritas.

Antes de tudo, precisamos aprender bem como calcular. O modelo computacional que
seguimos é bem simples: foque numa subexpressdo e a substitua por seu igual. No
exemplo seguinte calculamos e confirmamos que...3+2 = 5.

EXEMPLO 4.21.
Calcule a soma SS550 + SS0.
RESOLUGAO. Temos a expressao
5550+ 5S50.

Qual equagdo aplica? Com certeza nao podemos aplicar a primeira (na diregdo “="),
pois nossa expressdo nao tem a forma n + 0. Por que ndo? O primeiro termo na nossa
expressao, o S$550, ndo é um problema pois ele pode “casar” com o n do lado esquerdo
da (+).1. Mas nosso segundo termo, o S50, ndo pode casar com o 0, entdo a (+).1 néo
é aplicavel. A segunda equacgio é sim, pois nossos termos podem casar assim com as
varidveis da (+).2:

S550+ .5 S0

== =~

n m

Tomando n := SSS0 e m := S0 substituimos nossa expressdo por seu igual seguindo a
(+).2:

S550+ S S0 = 5(SSS0+ S0) (por (+).2)

Depois um passo de célculo entdo chegamos na expressao S(5550+ 50). Como nenhuma
equagdo tem a forma S(__) = ____, olhamos “dentro” da nossa expressdo para achar
nas suas subexpressoes possiveis “casamentos’ com nossas equacoes. Focamos entdo na
subexpressao sublinhada S(S550 + 50): vamos tentar substitui-la por algo igual. Nova-
mente a primeira equagdo néao é aplicavel por causa do novo segundo termo (S0), mas a
(+).2 ¢

(8859 +50 )

n m
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§ ¢

Tomando agora n := SS50 e m := 0 substituimos de novo seguindo a (+).2:

isso por isso
S(SSS0+S_0 )=55(5550+ 0 )  (por (+)2)

Agora focamos na subexpressao SS(S550+ 0) e podemos finalmente aplicar a primeira
equagao:

SS(SS50 +0)

n

entao tomando n := SSS0 substituimos

isso por isso

—_——~ —_——
55 (55504 0) =55 5550 (por (+).1)

Finalmente chegamos no resultado: no termo 555550. Nunca mais vamos escrever tudo
isso com tanto detalhe! Esse calculo que acabamos de fazer, escrevemos curtamente
nessa forma:

$550 + S50 = S(SS50+50)  (por (+).2)
= 55(5550 + 0) (por (+).2)
= 555550 (por (+).1)

escrevendo apenas em cada linha o que foi usado.

4.22. Quando termino?. Termino quando chegar num wvalor candénico. Quando eu
peco para calcular quanto é SS50+ 550 por exemplo, a idéia é achar seu valor canénico,
exatamente como acontece quando pedimos para uma pessoa achar

«Quanto é 2 + 37»
Uma resposta
243=24+3»

ndo seria aceitavel—mesmo assim, é correta, ndio é?—pois a pessoa que perguntamos nao
achou o valor canénico (nesse caso 5).

4.23. Da pra terminar sempre?. Sempre tem como chegar num valor canénico? Por
enquanto nio sabemos! Realmente a (+) na maneira que foi definida é uma operacao
total, ou seja, sempre termina num valor canénico, mas nao é algo que deve se preocupar
neste momento. Estudamos muito esse assunto no Secgio §362.

EXERCICIO x4.3.
Calcule a soma 0+ S$S550.

(x4.:

3HO)
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4.24. Estratégias de evaluagao. Vamos dizer que queremos calcular comegando com
uma expressdo mais complexa, como por exemplo a

0+ (04 S((550+0)+0)).

Como procedimos? A expressdo inteira nio pode ser substituida pois nenhuma das
(+).1—(+).2 tem essa forma, mas aparecem varias subexpressdes em quais podemos focar
para nosso proximo passo de calculo:

0+ (0+S((SS0+0)+0)), casando com (+).2
0+ (04 S((5S0+0)+0)), casando com (+).1
0+ (04 S((SS0+0)+0)), casando com (+).1.

Podemos seguir uma estratégia de evaluacao especifica, por exemplo, focando sempre na
expressdo que aparece primeira & esquerda; ou podemos escolher cada vez onde focar
aleatoriamente; etc. No Exercicio x4.4 tu vai ter que escolher onde focar varias vezes.

EXERCICIO x4.4.
Calcule os valores das expressdes SSS0 + (SS0+ 50) e (5550 + S50) + S0.

4.25. Cadé a recursao e por qué nao temos problema tipo tijolo?. Estamos
definindo a propria operagdo (+), e na segunda linha da sua defini¢do aparece o (+)
tanto no lado esquerdo, quanto no lado direito. Por isso chamamos a definigédo recursiva.
Se definimos (+) em termos dele mesmo, por que ndo temos o problema tipo tijolo
que discutimos no Nota 1.207 (Chegou a hora que tinha prometido no 1.22.) Olhando
com mais atencao, percebemos que néo definimos o que significa somar em termos do
que significa somar mesmo; mas definimos sim o que significa somar os nimeros n
e Sm em termos do que significa somar os nimeros n e m. No lado direito, uma
coisa nos argumentos da nossa operacio esta diminuindo (os S’s do segundo argumento)
assim evitando o loop infinito, chegando finalmente na primeira equacédo depois duma
quantidade finita de perguntas «e o que é...7».

EXERCICIO x4.5.
Defina (recursivamente), e sem usar a (+), uma funcdo double : Nat — Nat que dobra sua
entrada. Verifique que o dobro de trés (5550) é seis (5555550).

4.26. Um programador pior. Alguém definiu a adi¢gdo usando essas quatro equagoes:

(+) : Nat — Nat — Nat

0 +0 =0

Sn+0 =5n

0 +Sm=5m

Sn + Sm = S(Sn+m).
Ou seja, para cada argumento da operacio, ele tratou os dois casos principais separada-
mente, resultando assim em quatro equagdes. Mas, olhando nas primeiras duas, d4 pra
ver que ambas sd0 casos especiais da nossa primeira equagdo. No final das contas, nas
duas o que acontece é que o primeiro argumento acaba sendo o resultado da soma, e é

exatamente isso que nossa primeira equacéo disse. Nossa definicdo é bem melhor entéo,
mais elegante e econdémica.

(x4.4H0)

(x4.5H12)
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EXERCICIO x4.6.
Defina a multiplicacdo no N.

EXERCICIO x4.7.
Calcule 0 2(0 + 1).

EXERCICIO x4.8.
Calcule o0s 2-3 e 3-2.

EXERCICIO x4.9.
Defina a exponencia¢ido no N.

EXERCICIO x4.10.
Calcule o 23.

EXERCICIO x4.11.

159

(x4.6H12345)

(x4.8HO0)

(x4.9H0)

(x4.10HO0)

Defina usando equagdes recursivas a seqiiéncia Fibonacci, como uma func¢ao de Nat para

Nat.

EXERCICIO x4.12.

(x4.11HO)

Considere as fungdes seguintes definidas recursivamente:

q : Nat — Nat

q O =0
q(S0) =0
q(5(50)) =0

q(5(S(Sn))) =S (gn)

r : Nat — Nat

r O =0

r (S O) =S50

r (S (S 0)) =S (S0)
r(S(S(Sn)))) =rn

(i) Re-escreva essas definigdes numa maneira mais abreviada.

(ii) O que cada funcao calcula?

(x4.12H1)

§85. Demonstrando propriedades de naturais sem inducao

4.27. Convengao. Nessa secciao todos os quantificadores que aparecem “nus” quantifi-

cam sobre os naturais. Por exemplo

(V) (Vy) (F2) (Vw)[ (2, y, 2, w) |

significa

(V : Nat)(Vy : Nat)(3z : Nat)(Vw : Nat)[¢(z,y, z,w) ].
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Vamos primeiramente definir recursivamente as tres operagdes de adi¢ao, multiplicagao,
e exponenciagio:

D4.28. Definicao. Definimos as operagoes de adicdo, multiplicagio, e exponenciacao
recursivamente assim:

(+) : Nat — Nat — Nat () : Nat — Nat — Nat (") : Nat — Nat — Nat
n+0 =n n-0 =0 n"0 =50
n+Sm = S(n+m) n-Sm=(Mn-m)+n n~Sm=(n"m)- n.

Observe que cada uma dessas equacoes tem um implicito (Vn) ou (Vn)(Vm) na frente dela.

4.29. Convencgdes. Seguindo a convengdo comum, escrevemos o r » y como z¥, mas
mesmo assim consideramos isso como um acgicar sintictico para a expressao = y. En-
tendemos entdo que no z¥ temos uma aplicagdo duma operagdo binaria (aplicada nos
argumentos z e y). Vamos seguir também a convengdo que a exponenciago “pega mais
forte” que as outras duas operagdes, e que multiplicagio pega mais forte que a adigao:
a - b° escrito sem parénteses significa a- (b” ¢) e ndo (a-b)~ c¢; e a+b-c significa a + (b- ¢).
Gragas as associatividades das (+) e () (Teorema ©4.39 e Exercicio x4.16) podemos es-
crever a+b+ce a-b-c, mas para a exponenciagdo que nao é associativa escolhemos a
associatividade-direita: a** significa a » (b~ ¢) e néo (a” b) ~ c.

4.30. Proposigao. A (+) é associativa.

4.31. Tentativa de demonstragao. Vamos tentar demonstrar essa proposicao. Pri-
meiramente, o que a afirmacgdo significa? A adicido é essa operagdo (+) que definimos
na Defini¢ao D4.28. Vamos tentar escrever essa afirmagdo numa maneira mais formal
para expor sua estrutura logica:

(Vn)(Vm)(VE)[(n+m)+k=n+ (m+k)].

Nosso alvo tem a forma
(Vx : Nat)[¢(x)]

olhando como
(V) [ (Ym)(VE)[(n+m) + k=n+ (m+k)]]

v1(n)

podemos ataca-la tomando um arbitrario Nat e mostrando que ele goza da propriedade
©:
Seja a : Nat. Agora precisamos mostrar que (a), ou seja nosso alvo é

(Vm)(VE)[(a+m)+k=a+ (m+Ek)].

Observe que nosso alvo é apenas uma afirmacio sobre o natural a. Beleza. Mas nosso
alvo tem a mesma forma,

(vm)[ (VE)[(a+m) +k=a+ (m+k)]]

p2(m)

v1(a)
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entdo podemos atacar novamente com a mesma idéia, “sejando” mais um natural.
Seja m : Nat. Preciso demonstrar que

(VE)[(a+m)+k=a+ (m+k)].

w3(k)

p2(m)

Atacamos uma ultima vez com a mesma estratégia:
Seja y : Nat. Agora precisamos demonstrar

(a+m)+y=a+(m+y).

w3 (y)

E agora? Como chegamos numa igualdade, precisamos verificar que seus dois lados
realmente denotam o mesmo valor. Vamos calcular entdo. Tomando o lado esquerdo,
(a+m)+y, tantamos casé-lo com as equagdes (+).1-(+).2, mas ele nao casa com nenhuma
delas, entdo ndo tem como simplifica-lo.4!

Q4.32. Questao. Parece que chegamos num “dead end”. Tem como continuar?

Resposta. Tem! O problema foi que ndo sabemos nem sobre o m nem sobre o y se séo
da forma O ou da forma S _ e por isso néo conseguimos aplicar nenhuma das (+).1-(+).2.
Mas podemos separar em casos. Vamos escolher um desses Nats entéo, o y, e considerar:
e CASOy=0: ...
e (CASO y = Sy para algum y': ...
Lembre-se que cada vez que separamos em casos, nosso alvo ta sendo copiado e colado
para cada um deles.

EXERCICIO x4.13 (O primeiro caso).
Demonstre que

(a+m)+y=a+(m+y)

no primeiro Caso. (x4.13H123)

41 Tgs0 no é exatamente verdade, pois o lado direito da (—I—).L sendo apenas uma variavel, casa com
qualquer coisa. Mas escolhendo qualquer (sub)expressio da (a + m) 4 y, para casar com 7, nfio vamos ter
progresso nenhum, pois vamos acabar adicionando apenas uns “40” até cansar, sem nenhuma mudanga na
posigao das parenteses que nos importam aqui.
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4.33. O segundo caso. Sabemos que y é o sucessor de algum natural, entdo vamos
escolher um nome pra denoté-lo: seja y' natural tal que y = Sy’ (1), Calculamos:

(a+m)+y=(a+m)+ Sy (hipotese (1))
=S((a+m)+1vy") ((+).2, com n:=(a+m), m:=1vy")

e o outro lado

a+(m+y)=a+ (m+Sy) (hipotese (1))
=a+S(m+7vy) ((+).2 com n:=m, m:=1y")
=S(a+ (m+7vy")) ((+).2 com n:=a, m:=m-+y)

E agora peguntamos

S((a+m) +9) = S+ (m+y)

vhl

e para resolver isso basta “cortar os S’s” e demonstrar que

/

(a+m)+y =a+(m+y).

E estamos onde estdavamos! S6 com a,m,y’ em vez de a,m,y. E dai? Podemos separar
esse caso em dois subcasos:

e CAsOy' =0: ...
e CASO y = Sy’ para algum y”: ...

O primeiro subcaso vamos conseguir matar, pois é igual ao primeiro caso. Mas a melhor
coisa que conseguimos no segundo caso seria chegar ate o alvo

0
(a+m)+y" =a+(m+y").

E depois? Considerar dois casos novamente? N&o importa quantas vezes repetir essa
idéia, a gente sempre vai conseguir matar apenas um dos sub-(sub-sub-...)-casos, e
chegar num

a+m)+ //-~~/laJr m+ 1y
Y Y

Obviamente precisamos uma outra técnica para demonstrar esse teorema.

§86. Inducao

4.34. Principio (Indugao). Seja ¢ : Nat — Prop. Para demonstrar (Vn : Nat)[¢(n)],
basta demonstrar ¢(0) e (Vk : Nat)[ (k) = ¢(Sk)].
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4.35. Indugao: regra de inferéncia. Em forma de regra de inferéncia, o principio da
indugéo é o seguinte:

p(0) (¥ Nat)p(k) = @(SH)] |
] ¥

(Vn : Nat)[¢(n)

onde chamamos a proposicdo ¢(0) de base e a (Vk)[p(k) = »(Sk)] de passo indutivo:

(Base) (Passo indutivo)
—~~
¢(0) (Vk : Nat)[p(k) = »(SF)]

(Vn - Nat)[o(n) Dy

Mas esses sao apenas os apelidos que usamos freqiientemente; nada mais que isso. Como
vamos ver logo, a proposigdo p(k) no esquema acima também tem um apelido: hipétese
indutiva (H.IL.).

4.36. Novo ataque. Sabemos que regras de inferéncia correspondem em “comandos”

do nosso low-level sistema de demonstragoes. Precisamos entdo um comando para essa,
e isso serd um pleno “Por inducao.” Para utilizé-lo, nosso algo precisa ter essa forma:

Demonstracao Dados Alvos
(Vn : Nat)[p(n)]

Demonstracido Dados Alvos
Por indugéo. Vn n
¢(0)

(Vk : Nat)[p(k) = ©(Sk)]

Demonstracio Dados Alvos

Por indugéao. ©(0)

BASE.

Demonstracido Dados Alvos

Por indugao. ©(0) ©(0)

BASE. (Vk : Nat)[p(k) = »(Sk)]

(demonstragao de ¢(0))

Demonstracio Dados Alvos
Por indugéo. ©(0) (Vk : Nat)[p(k) = ¢(Sk)]

BASE.

(demonstragao de ¢(0))
PASSO INDUTIVO.
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Demonstracio Dados Alvos
Por indugéo. »(0) Yk : 2
BASE. k : Nat p(k) = ©(Sk)

(demonstragao de ¢(0))
PASSO INDUTIVO.

Seja k : Nat.
Demonstracido Dados Alvos
Por indugéo. ©(0) p(k) —=—p(Sk)
BASE. k : Nat »(Sk)

: o(k)

(demonstragao de ¢(0))
PASso INDUTIVO.

Seja k : Nat tal que (k) (HD),
Demonstracio Dados Alvos
Por indugéao. ©(0) w(Sk)
BASE. k : Nat

: (k)

(demonstracao de ¢(0)). ©(Sk)

PASSO INDUTIVO. o
Seja k : Nat tal que (k) (HI),

(demonstracao de ¢(Sk)) |

4.37. Observagao. Observe que no momento que escrevemos

«Seja k : Nat tal que (k) (HT)

no 4.36 néo fizemos nada especial relacionado a indugéo! Isso é o “ataque padrdao” duma
proposicdo da forma

(Vo : A)[p(z) = (2)]

onde juntamos os passos de atacar o ‘V’ e o ‘=" numa frase s6. Em geral, podes
considerar a inducdo como um comando que quando usado transforma um alvo da forma

(Va : Nat)[ p(z)]

para dois novos alvos (com nomes chique):

BASE:  ¢(0)
PASSO INDUTIVO:  (Vk : Nat)[p(k) = ¢(Sk)]

(exatamente como a regra do 4.35 disse, lida de baixo para cima). Fora disso, ndo tem
nada mais mdgico que acontece: o comando ji foi executado e seu efeito ja aconteceu.
E depois? Depois continuamos normalmente para matar esses dois alvos.
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4.38. Observacao (Indugdo numa variavel?). No Nota 4.36 escrevemos «Indugéo
no n». Como assim «no n»? Quem é esse n? N&o tem n no nosso escopo! Sim,
realmente nao faz sentido no pé da letra essa frase, mas ajudamos nosso leitor entender
qual quantificador estamos atacando do nosso alvo, caso que aparecem mais que um.
Talvez ficaria (pouco) mais correto escrever «Inducéo no vn.» (No final das contas, é
o quantificador que estamos atacando.) De qualquer forma, isso é apenas um modo de
falar, e presuponha que nosso leitor tem acesso no nome da variével ligada que escolhemos
quando escrevemos nosso alvo. (Muitas vezes isso faz parte do enunciado.)

§87. Demonstrando propriedades de naturais com inducao

©4.39. Teorema (Associatividade da adigdo). A operagdo (+) da Defini¢ao D4.28
é associativa:
(Vn)(Ym)(Vk)[n+ (m + k) = (n+m) + k].

Vamos demonstrar esse teorema duas vezes. E importantissimo entender a diferenga e
seguir todos os detalhes. Antes de comegar, lembre nossa tentativa 4.31 e como e onde
exatamente a gente travou:

Demonstracao Dados Alvos

Seja n natural. n : Nat n+(m+k)=(n-+m)+k
Seja m natural. m : Nat

Seja k natural. k- Nat

Separamos em casos:

CAsSO k=0:

(resolvido no Exercicio x4.13)
CASO k = Sk’ PARA ALGUM k':
(caimos num caminho infinito aqui)

E como caimos num caminho de sempre separar em dois novos casos sem fim, percebemos
que algo deu errado; queremos tentar nossa nova técnica, indugéo. Neste momento na
nossa prova, podemos atacar nosso alvo por indu¢do? N&o! Para atacar um alvo por
indugao ele precisa ter a forma

(Vz : Nat)[¢(x) ]

e nosso alvo ndo é um ‘V’ mas uma igualdade! Vamos fazer uns “undo” entdo na nossa
demonstragéo e voltar nesse momento:

Demonstracio Dados Alvos
Seja n natural. n : Nat (Vk) [n+(m+k) = (n+m)—+k |
Seja m natural. m : Nat

Seja k-aatural. o)
Se Tasos:

Agora sim! Nosso alvo tem uma forma que casa com o padrdo que precisamos para
aplicar inducao. Bora ver essa demonstracio primeiro entao.

PRIMEIRA DEMONSTRAGAO. Sejam n,m naturais. Vamos demonstrar por indugdo no k
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que
(Vk)[n+ (m+k)=(n+m)+k].

(k)

BASE. Precisamos mostrar que
n+ (m+0)=(Mn+m)+0.

Calculamos:

n+(m+0)=n+m (pela (+).1 com n :=m)
(n+m)+0=n+m (pela (+).1 com n :=n+m)

PASSO INDUTIVO. Precisamos mostrar que

(Vt)[n+ (m+t)=(n+m)+t = n+(m+5t)=(n+m)+5t].

o(t) ©(St)

Seja w natural tal que
(HI) n+(m+w)=(n+m)+w.
Precisamos mostrar que

n+ (m+ Sw) = (n+ m) + Sw.

Calculamos:

n+ (m+ Sw)=n+ S(m+w) ((+).2: n:=m; m:=w)
=S(n+ (m+w)) (+).2: n:=n; m:=m+w)
(n+m)+ Sw=25(n+m)+w) ((+)-2: n:=n+m; m:=w)
Basta entdo mostrar
S(n+ (m+w)) = S5((n+m)+w)
que segue pela (HI). (Como?) i

EXERCICIO x4.14.
Como mesmo? (x1.14H1)

4.40. Precisamos discutir o que acabou de acontecer. Agora bora ver uma demonstracio
que também usa inducio, mas numa maneira bem diferente: Queremos demonstrar a
afirmacao
(V) (Ym)(VE)[ ¢ (n, m, k)]
onde .
P(z,y,2) &= v+ (y+2)=(r+y)+2

Talvez parece que ela néo estd no formato (Vn)[¢(n)] e que ndo podemos ataca-la dire-
tamente com inducao. Mas, na verdade, reescrevendo como

(Vn) (vm)(VE)[¢(n, m, k) ]

»1(n)
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j& percebemos que tem a forma certa. E podemos trocar a ordem de quantificadores
consecutivos do mesmo tipo, entdo o que queremos demonstrar é equivalente aos

(Vn) (Ym)(Vk)[(n,m, k) |5 (Vm) (Vo) (VE)[¢(n,m, k)] (Vk) (Vn)(Vm)[4(n, m, k) ];

»1(n) p2(m) w3 (k)

etc. (tem ainda mais trés opgdes que ndo escrevi), onde em cada caso o ¢; tem uma
definicio diferente, mas o 1 tem sempre a mesma. Escolhemos demonstrar a

(Vk) (Vn)(Vm)[¢(n, m, k) ]

w(k)

por indugéo. Vamos ver o que vai acontecer.

4.41. SEGUNDA DEMONSTRAGAO. Por inducédo no k.
BASE. Precisamos demonstrar que

(Vn)(Vm)[n + (m +0) = (n+m) +0].

©(0)

Sejam n,m naturais. Calculamos os dois lados:

(n+m)+0=n+m ((4+).1)
n+(m+0)=n+m ((+).1)

Ou seja, a ¢(0) realmente é valida.
PAsso INDUTIVO. Precisamos demonstrar a afirmagéo:

(V)[e(t) = (51)],
ou seja,
MO[(Vn)(Ym)[(n+m)+t=n+(m+1)]) = ((Vu)(Vv)[(u+v)+ St =u+ (v+ 5t)])]

onde escolhi nomes diferentes nas variaveis quantificadas apenas para enfatizar que séo
realmente diferentes! Bora demonstrar isso entdo. Seja w natural tal que

(H.I) (Vn)(Vm)[(n+m) +w =n+ (m+w)].

Preciso mostrar que:
(Vu)(V0)[ (u 4+ v) + Sw =u+ (v + Sw)].

Sejam u, v naturais. Calculamos:

(utv)+Sw=5(utv)+w)  ((+)2)
=S(u+ (v+w)) (H.I., com n :=u, m :=v)
=u+Sv+w) ((+).29)
=u+ (v+ Sw). ((+).29)

Isso termina nossa demonstragéo. i
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? Q4.42. Questao. Acabamos de escolher para demonstrar por inducéo no k. Por que
k? Faz diferenca ou ndo? Como escolherias qual dos V seria o melhor para atacar por
inducéo?

4.43. Como escolher a variavel da indugdo. Como a definigdo da adigo foi recur-
siva no segundo argumento da funcio, vai nos ajudar se a inducéo é feita numa variavel
que aparece mais como segundo argumento da adi¢do do que como primeiro. Aqui por
exemplo, a k aparece duas vezes como argumento da (+), e as duas vezes ela é o se-
gundo argumento da (+). Perfeito. O n no outro lado aparece duas vezes como primeiro
argumento, e 0 m uma como primeiro e uma como segundo.

©4.44. Teorema (Comutatividade da adigao). A operagdo (+) da Defini¢ao D4.28
é comutativa:
(Vn)(Ym)[n+m =m+n].

DEMONSTRAGAO ERRADA. Demonstramos a

(Vn) (Ym)[n+m=m+n].

@(n)
BASE. Queremos demonstrar o ¢(0), ou seja, o seguinte:

(Ym)[0+m=m+0].
—_—
(m)

Vamos demonstrar por indugao!
SUB-BASE. Trivial, pois o que queremos demonstrar é 0+ 0 =0+ 0 e os dois lados séo a
mesma expressao.
SUB-PASSO INDUTIVO. Precisamos demonstrar que:
VE[0+k=k+0Q — 0+ Sk=Sk+0].
~—_————— ~—_———
Y (k) Y(Sk)
Seja k € N tal que
(S.H.I.) 0+k=k+0.

Queremos mostrar que
0+ Sk=Sk+0.

Calculamos:
0+ Sk=5S(0+k) ((4+)-2)
= S(k+0) ((S.H.L.))
= Sk ((+).1)
= Sk +0. ((+)-1)
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Isso termina nossa base. PASSO INDUTIVO. Queremos demonstrar:

Vk[Vm(k+m:m+k) — Vm(Sk+m =m + Sk)|.

(k) »(Sk)

Seja k € N tal que

(H.I.) Vm(k+m=m+k)

w(k)

entdo. Basta demonstrar que

vYm(Sk +m =m+ Sk).

©(Sk)

Seja m € N. Calculamos:

Sk+m = S(k+m) ((+).2)
=S(m+k)  ((HL))

=m+ Sk. ((+).2)
Isso termina nossa demonstracao. 4
EXERCICIO x4.15.
A demonstragdo do Teorema ©4.44 tem um erro! Ache o erro. (x415H12)

A4.45. Lema. A operagio (+) satisfaz:

(Va)(Vb)[Sa+b=a+ Sb].

DEMONSTRAGAO. Demonstramos por indugdo que

(Vb) (Va)[ Sa +b=a+ Sb].

©(b)

BASE. Precisamos demonstrar que

(Va)[Sa+0=a+ S0].

©(0)
Calculamos:
Sa+0=Sa ((+).1)
a+ S0 = S(a+0) ((+)-2)
= Sa. ((4+)-1)

PAsso INDUTIVO. Queremos demonstrar:

(Vk)[(Va)[Sa—&-k:a—&—Sk] — (Va)[Sa + Sk = a+ SSk]|.

@(k) »(Sk)
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Seja k : Nat tal que

(H.I) (Va)[Sa+k = a+ Sk].

w(k)

Basta mostrar que
(Va)[Sa + Sk =a+ SSk].

©(Sk)

Seja a : Nat. Calculamos

Sa+ Sk =S5(Sa+k) ((+)-2)
= S(a+ Sk) (H.I. com a :=a)
=a+ SSk. ((+)-2)

Isso termina nossa demonstracdo, e logo substituindo a justificativa «(+).2» na demons-
tragdo do Teorema ©4.44 por «pelo Lema A4.45» ganhamos também o direito de subs-
tituir seu ‘ 4’ por um legitimo ‘I’ i

Sketch da comutatividade da adicdo com inducdo dupla
EXERCICIO x4.16 (Associatividade da multiplicagao).
(Yn)(Vm)(VE)[(n-m)-k=n-(m-k)]. (x4.16H12)

EXERCICIO x4.17 (Comutatividade da multiplicagio).
(Vn)(Ym)[n-m=m-n]. (xL17H123)

EXERCICIO x4.18 (Distributividade).
(Va)(Vy)(V2) [z - (y +2) = (z-y) + (z-2)]. (x4.18H1)

©4.46. Teorema (Identidade da multiplicagao). (Vz)[z-S0=2z= S0 z].

DEMONSTRAGAO. Seja z : Nat. Calculamos:

x-50=(z-0)+x ()2, n:=2, m:=0)
=0+ ((-)1)
=x40 ((+) comut. (04.44))
= . ((+)-1)

Como ja demonstramos a comutatividade da (-) (x4.17) isso termina nossa demonstra-
cao. i

easy equivalence of two ways to define exponenciation of Exercicio x4.9

still, there is reason to choose one over the other
EXERCICIO x4.19 (Lei de exponenciagao 1).
(Vx)(Va) (V) [z = (z2) - (z*) ]. (x1.19H123)

EXERCICIO x4.20 (Lei de exponenciagao 2).
(Va)(Vb)(Ve) [ab'c = (ab)° ] (x420H123)
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EXERCICIO x4.21 (Lei de exponenciagdo 3).
(VTL)[SO”ZSO] (x4.21H123)

EXERCICIO x4.22.
Demonstre que para todo n, e todo impar x, ™ é impar.*? (x4.22H0)

4.47. Observagao. Parece que o Problema [13.34 é demonstrar esse teorema numa, li-
nha s6! Mas ndo exatamente. Aqui demonstramos uma propriedade que envolve uma
operagdo nos Nat. Por outro lado, no 113.34 demonstramos algo sobre as poténcias de
certos inteiros. Veja que definimos as poténcias z™ para qualquer inteiro z e qualquer
n € N recursivamente; mas ndo temos (nem teremos) uma operacdo entre inteiros de
exponenciagao.

§88. Por que aceitar o principio da indugao?

4.48. Intuigdo. Por que demonstrar ¢(0) e (Vk € N)[p(k) = ¢(Sk)] é suficiente para
demonstrar o (Vn € N)[p(n)]? Estabelecendo esses dois alvos significa que ganhamos
como regras de inferéncia as seguintes:

INDZERO,, ¢(n)
p(Sn)

©(0 INDSucc,

onde n é uma metavariavel pegando valores em todos os naturais, e onde eu escolhi esses
rotulos talvez estranhos para nomear essas regras. Vamos ver o que podemos demonstrar
gracas essas duas regras agora: com certeza temos o proprio ¢(0) pela primeira que
ndo tem nenhuma premissa. Mas, agora, usando a segunda com n := 0 temos uma
demonstragdo do ¢(50):

INDZERO,,
¢(0)

©(50)
Ou seja, ganhamos o ¢(S0). Entéao podemos usar a regra INDZERO,, agora com n := S0
para ganhar o ¢(550):

INDSTEP,,

5 INDZERO,,
LS(; INDSTEP,,
& INDSTEP,,
»(550)
E por ai vai! Olhando para as duas regras
INDZERO,, ¢(n)
©(0) W INDSucc,
observamos que sdo bem parecidas com as
7ZERO n : Nat
O: Nat Sn: Nat Svee

42 Aqui consideramos a seguinte definicio de «impar»: um n : Nat é impar sse existe k tal que n =

S(k+ k).
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e logo dado qualquer natural n, o desafio de estabelecer que n tem a propriedade ¢, acaba
sendo o mesmo com o “desafio” de estabelecer que n ¢ um natural mesmo! Em outras
palavras, assim que demonstrar os dois alvos da indugdo para matar o (Vn € N)[¢(n)],
temos:

n: Nat = ¢(n).

Ou seja: todos os naturais tém a propriedade ¢ mesmo.

4.49. Esse bla-bla presta mesmo?. O leitor alerto justamente ficaria com duvidas
sobre o texto acima. Realmente faz sentido essa descripgio e essa intuicdo, mas todo
esse “bla-bla” serve como uma demonstragdo mesmo do principio da indugdo? Serve
ndo. E por isso que o chamamos de principio, ou seja axioma! Mas calma: dependendo
na fundacio de matemaética que trabalhamos, o principio pode virar teorema mesmo!
No Capitulo 16 por exemplo, vamos demonstrar mesmo o principio da indugio para os
naturais. Mas por enquanto néo temos as ferramentas nem a maturidade que precisamos
para entender essas idéias; entao paciéncia. O que podes mesmo fazer desde ja é demons-
trar a equivaléncia desse principio com um outro, que também é facilmente aceitéavel: o
principio da boa ordem (Problema I13.6).

§89. Ordem nos naturais

D4.50. Definigdo. Definimos a relagdo de ordem (<) nos Nats pela:

n<m <L (3k : Nat)[n+ k =m].

EXERCICIO x4.23 (Bottom).
(Vx)[O < z].

A4.51. Lema. Para quaisquer n,m : Nat,

n<Sm <= n<m oun=Sm.

DEMONSTRAGAO. Sejam n,m naturais.

(=): Suponha n < Sm. Logo seja u tal que n +u = Sm. Separamos em casos. CASO
u=0. Logo Sm=n+u=n+0=n e temos o que queremos demonstrar. CASO u = Su’
PARA ALGUM u/. Logo Sm = n+ Su’ = S(n +v'). Agora, como Sm = S(n + '), logo
m=n+u'. Ou seja, n < m.

(<): Tua: Exercicio x4.24. |

EXERCICIO x4.24.
Demonstre que
(Yn)(Vm)[n<Sm <= n<m ou n=Sm].

(x4.23H0)

(x4.24H1)
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Nos exercicios seguintes vamos demonstrar que (<) é uma ordem linear, i.e., (<) é...

EXERCICIO x4.25 (Reflexiva).
(Va)[z < z]. (x4.25H0)

EXERCICIO x4.26 (Transitiva).
V) (Vy)(V2)[z <y & y<z = z<z]. (x1.26110)

EXERCICIO x4.27 (Antissimétrica).
Vr)(Vy)[z <y & y<z = z=y]. (x4.2710)

EXERCICIO x4.28 (Total).
(Vo) (Vy)[z <y ou y < z]. (x4.28H1)

Na verdade, (<) é ainda mais legal: olhe no Problema I114.5.

De uma ordem para outra. Simplesmente trocando a (+) pela (-) na definigao (D4.50)
de (<) obtemos uma defini¢do (D4.52) duma outra rela¢do de ordem (parcial) nos Nats:

D4.52. Definicao. Definimos a relagdo de ordem (|) nos Nats pela:

n|m <% (3k:Nat)[n-k=m].

que, naturalmente*® chamamos de divide.

EXERCICIO x4.29.
Verifique que a relacdo (]) : Nat x Nat — Prop é uma relacdo de ordem parcial, ou seja, ela
é: reflexiva, transitiva, antissimétrica. Ela n&o é total. (x4.20H0)

EXERCICIO x4.30.
O Nat possui bottom (minimo) e top (maximo) com a ordem (|) (quais sd@o?), enquanto
ordenado pela (<) s6 tem bottom (Exercicio x4.23). (x4.30110)

Intervalo de problemas

D4.53. Definigao (Ackermann). Seja ack a fungdo definida por recursdo aninhada
pelas:
ack : Nat — Nat — Nat

ack O x =Sz
ack (Sn) O  =acknl
ack (Sn) (Sz) = ackn (ack (Sn) z).

43 pun intended
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A fungdo ack é conhecida como fungdo de Ackermann, e vamos encontré-la novamente
bem depois, no Secgao §362.

Aqui um pequeno tira-gosto: implemente a definicdo ack na tua linguagem de progra-
magao favorita e use teu programa para calcular uns valores dela. O que percebes?

PROBLEMA I14.1 (Ackermann).
Investigue a funcao ack:
(i) Calcule o valor ack 3 2, indicando para cada passo qual equagéo foi usada.
(ii) Demonstre que ack 1 = (+ 2), ou seja, que para todo = : Nat, ack 1 z = z + 2.
(iii) Demonstre que para todo z : Nat, ack 2 x = 2z + 3.
iv) Demonstre que ack, vista como funcdo binaria, é estritamente crescente no seu
segundo argumento.
) Conclua que ackn z > x,
(vi) Mostre que ack é estritamente crescente no seu primeiro argumento também.
)
)

—
— — —

Mostre que (ack n)? é pointwise-(<) que ack (n + 2).
Demonstre que para todo z : Nat, ack 2 x = 2z + 3.

PROBLEMA I14.2.

Definimos as operagdes binarias de adigéo, multiplicacio, e exponenciacdo no Nat. Descu-

bra um “padrao” nas defini¢des dessas operagoes, e defina a proxima operagéo, tetracéo,
nessa seqiiéncia de operagoes. (1142H0)

PROBLEMA I14.3.
Defina recursivamente as fungdes ¢t : (N —+N) > N—-NeT7T:(N—-N) - Nx N — N que
satisfazem:
n—1
t hn=nh(0)h(1)---h(n—1) = ] ri);
i=0
m+n—1

T h (m,n) =h(m)h(m+1)---h(m+n—1) = H h(3).

(14.3H12)

PROBLEMA I14.4.
Tentando resolver o Problema 114.3, um aluno definiu corretamente a ¢ e depois a usou
na sua definicdo de T, assim:

T(m,n) = t(m+ n)/t(m).

Qual o problema com essa definigao? (Suponha como conhecida uma definigao recursiva
da operagao / de divisdo inteira.) (T44H123)

PROBLEMA II4.5.
Demonstre por indugao que a (<) (definida na Definicdo D4.50) é uma bem-ordem, i.e.,

para todo habitado A : Set Nat, A tem membro minimo.

Dizemos que m ¢ um membro minimo de A sse m € Ae (Va € A)[m < a]. (I4.5H12345)
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PROBLEMA II4.6.
Qualquer Nat é par ou fmpar. (IM4.6H1)

§90. Abusando um tipo para implementar outro

Escrever
EXERCICIO x4.31 (Os inteiros como nats).
Implemente o tipo de inteiros Int como type synonym do Nat x Nat. (x43110)

§91. Os Bools

D4.54. Defini¢ao (Bool). Definimos o tipo de dados Bool:
data Bool
False : Bool

True : Bool

§92. Internalizacido de conceitos

D4.55. Defini¢ao (leq). Com o que temos ja definido podemos definir recursivamente
a funcao

leq : Nat — Nat — Bool

leq0 m = True

leq Sn 0 = False

leq Sn Sm =leqn m.

EXEMPLO 4.56.
Calcule os leq S50 SSS550 e leq $5550 SSO0.
REsoLUGAO. Calculamos:

leq S50 SSSS0 leq $5SS0 SS0
=leq S0 SSS0  (leq.3) =leq $SS0 S0 (leq.3)
=1leq 0SS0 (leq.3) =1leq $S00 (leq.3)
= True. (leq.1) = False. (leq.2)

Podemos demonstrar que leq “é uma ordem linear”, demonstrando cada uma das pro-
priedades como fizemos sobre a (<) nos exercicios (x4.25, x4.27, x4.26, x4.28) mas uma
maneira melhor que vai nos permitir ganhar bem mais resultados de graga é demonstrar
que (<) e leq sdo na verdade a mesma relagdo. Ou seja, as defini¢des D4.50 e D4.55 s&o
equivalentes. Tu demonstraras isso no Exercicio x4.32.
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EXERCICIO x4.32 (internal-leq).

Na Defini¢do D4.50 definimos a ordem (<) nos naturais. Na Definicdo D4.55 definimos
a relacdo (=) nos naturais. Obviamente ndo podemos dar duas defini¢gdes diferentes para
a mesma coisa. Demonstre que as duas defini¢des sempre concordam:

paratodon,meN, n<m < n=<m.

(x4.32H0)

EXERCICIO x4.33 (internal-eq).
Internalize a relacéo (=) entre Nats. (x433H12)

§93. O Unit

D4.57. Definigao (Unit). Definimos o tipo de dados Unit:
data Unit
* ¢ Unit
EXERCICIO x4.34.
Defina fungoes saindo do e entrando no tipo Unit, ou seja, fungdes que tem tipos

Unit — 3 e a — Unit.

O que percebes? (x0.31H0)

§94. O Empty

D4.58. Definicao (Empty). Definimos o tipo de dados Empty:

data Empty

Sim. N&o tem nenhum construtor, e logo ndo tem nenhum habitante!

EXERCICIO x4.35.
Defina fung¢oes saindo do e entrando no tipo Empty, ou seja, func¢des que tem tipos

Empty — 3 e o — Empty.

O que percebes? (x0.35H0)
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§95. O ListNat

D4.59. Definig¢ao (ListNat). Definimos o tipo de dados ListNat:

data ListNat
Nil  : ListNat
Cons : Nat — ListNat — ListNat

D4.60. Definigao (length).

length : ListNat — Nat
length Empty =0
length (Cons n ns) =S (length ns).

» EXERCICIO x4.36.
Defina as fungoes: sum, product : ListNat — Nat. (x436H0)

» EXERCICIO x4.37.
Defina as fungoes: addNat, mulNat, expNat, powNat : Nat — ListNat — ListNat. (x4.37HO)

» EXERCICIO x4.38.
Defina as fungoes:

pwAdd, pwMul, pwExp : ListNat — ListNat — ListNat.

O «pw» vem de pointwise, a idéia sendo que aplicamos uma certa operacdo ponto a
ponto numa lista inteira, chegando numa nova lista. Exemplos de input—output:

pwAdd [3,6,2] [100,500,7] = [103, 506, 9]
pwAdd [1,2,3,4] [100,40] = [101,42]
pwMul [1,2,3, 4] [100,40,50] = [100, 80, 150]
pwExp [5,2,3,4] 2,8, 3] = [25, 256, 27].
(x4.38H0)
» EXERCICIO x4.39.
Defina as fungoes
stretch : Nat — ListNat — ListNat countdown : Nat — ListNat
com exemplos de input—output
stretch 3 [2, 8] =02,2,2,8,8,8] countdown 4 = [4,3,2,1,0]
stretch 2 [1,9,8,3] =[1,1,9,9,8,8,3,3] countdown 1 = [1,0].

x4.39H0)



178 Capitulo 4: Recursao; indu¢do

§96. Principio da inducgao estrutural

4.61. Indugao no ListNat. O que nos permite usar recursao e indugdo nos naturais é
sua definicdo inductiva. Ou seja, podemos usar essas ferramentas em qualquer tipo que
foi definido assim.

4.62. Com de inferéncia. Em forma de regra de inferéncia, o principio da inducao do
ListNat é o seguinte:

(Nil preserva a ) (Cons preserva a ¢)
—~
p(Nil) (Vks : ListNat)[ p(ks) = (Vk : Nat)[ p(Cons k ks)]]

ListNat
(Vns : ListNat)[ ¢(ns) | INDy

Escrever

Intervalo de problemas

PROBLEMA II4.7 (Listas de nats como nats).
Implemente o tipo de listas-de-nats ListNat como type synonym do Nat. (T4.7H0)

PROBLEMA I14.8 (Os PairNats como Nats).
Implemente o tipo de parzinhos-de-nats Nat x Nat como type synonym do Nat. (T14.8H0)

§97. Listas

D4.63. Definicao (List). Para qualquer « : Type, definimos o tipo de dados List

data List
Nil  : List v

Cons : a — List a — List «

Note que List : Type — Type. O contexto permitindo, podemos abreviar o List « por L «.

4.64. List-induction. Em forma de regra de inferéncia, o principio da inducao do Lista
é o seguinte:

([] preserva a ) ((::) preserva a ¢)
~ =
o([]) (Vs : List a)[p(zs) = (Va: a)[e(x : xs)]]

LA List a
(Vns : Nat)[¢(ns) ] IND
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D4.65. Length. Definimos a versdo polimofica da length:

length : List & — Nat
length [] =0
length (x :: 2s) = S (length zs).

D4.66. Reverse. Definimos a fungao reverse:

reverse : List o — List

reverse [] =]

reverse (x :: ) = reverse xs +H- [x].

D4.67. Concat. Definimos a fungdo (+):

(+) : List @ — List & — List «
[+ ys =ys
(= 28) H ys = x = (zs H ys).

Terminar

§98. Destrutores

4.68. Observacao (De quem é o destrutor?). Mesmo que as vezes d& para ver
head e tail sendo referidos como “destrutores do tipo List o”, isso é um abuso pesado
de linguagem. N&o sdo os tipos que tém destrutores, mas sim os seus construtores!
E quantos destrutores tem, cada construtor? Tantos quantos argumenos ele precisa
para construir um habitante do tipo! Olhando ao tipo List o como exemplo, ele tem 2
construtores:

Nil : List
Cons : o« — List o — List .

Deles, o Nil tem aridade 0 e logo 0 destrutores também; mas o Cons tem aridade 2 e voila:
2 destrutores. Considere uma lista ¢ : List @ que foi construida pelo Cons. Isso significa
que no processo de construi-la duas informagoes entraram nela: uma de tipo a, e uma
de tipo List , j& que esses sdo os tipos dos argumentos do seu construtor Cons. Cada
destruidor é responsavel para extrair a correspondente inforagéo: aqui o head : List & — «
é responsavel para extrair a primeira e o tail : List a — List o extrai a segunda. Os
nomes que escolhemos para eles sdo indicativos sobre o que e como pensamos sobre
os objetos construidos por tal construtor: o que acabam sendo essas informacgdes que o
construtor coloca dentro do objeto construido, para o proprio objeto? No exemplo atual,
os visualizamos como cabeca e rabo da lista construida, e logo os nomes.

Escrever
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§99. Dois lados da mesma moeda

conectar 3-eq defs com 3-pattern induction, match-with, etc

quais sdo os presentes numa dessas; teaser wf-induction
4.69. Definicdo inductiva. Definimos o tipo Nat listando suas formas (4.2) assim:

data Nat = O| S Nat

Note o Nat que aparece no lado direito também; é nesse sentido podemos dizer que essa
foi uma defini¢do recursiva. Alternativamente, optando para listar seus construtores
(4.3) foi assim:
data Nat
O : Nat
S : Nat — Nat

Aqui note o Nat que reaparece como argumento para um dos seus proprios construtores.
Esse tipo de definicdo chamamos de defini¢do inductiva. Ela libera duas ferramentas
poderosas: definir operagdes e relacdes por recursdo; e demonstrar propriedades por
indugdo. Na verdade se trata da mesma ferramenta; dois lados da mesma moeda.

4.70. Cuidado. Muitas vezes definicio inductiva acaba sendo chamada definicdo re-
cursiva. Varios autores, dependendo da area que estéo trabalhando adoptam um uso ou
o outro, ou ambos, ou até diferenciando o que cada um significa. Tradicionalmente o
slogan é:

«defina por recursio; demonstre por inducao».

4.71. O presente da recursao. Estamos tentando definir algo por recursdo, por exem-
plo a operagéo de multiplicagao (Exercicio x4.6). Escrevemos ja

n-0=0
n-Sm=

e estamos pensando em como completar nossa definicio. E a Recursdo chega e nos
oferece um presente:

«Para definir o n - Sm, considere o valor do n - m como dado, de graga
por mim; e veja se tu consegues definir o valor de n - Sm com isso.»

E é exatamente o que fizemos. E isto o poder da recurséo.

4.72. O presente da inducgado. Estamos tentando demonstrar algo por induc¢do por
exemplo a associatividade da adigdo. Ja demonstramos a base (o ¢(0)), e queremos
demonstrar o p(Sn). E a Indugéo chega e nos oferece um presente:

«Para demonstrar a ¢(Sn), considere a ¢(n) como dado, de graga por
mim; e veja se tu consegues demonstrar a ¢(Sn) com isso agora.»

E é exatamente o que fizemos. E isto o poder da inducdo. Compare com nossa primeira
tentativa de demonstrar a associatividade da adi¢do (sem indugio) onde nossa tnica
maneira de andar era separar em casos, mas cada vez que conseguimos matar o “caso 07,
o “caso sucessor” tava sempre gerando mais dois subcasos: um novo “caso 0” e um novo
“caso sucessor”. E nossos dados continuavam insuficientes para matar o segundo.
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4.73. E a recursao? Nao tem principio ndo?. Se recurséo e indugao séo dois lados
da mesma moeda mesmo, e ja encontramos e enunciamos o principio da inducéo; a gente
nao deveria ter analogamente um principio da recursdo também? Tem sim, e temos
o usado repetidamente cada vez que definimos uma funcio por recursdo. Dependendo
de quais sdo os fundamentos matematicos em cima de quais estamos trabalhando e do
contexto também, os “dois” principios podem ser, de fato, apenas um e o mesmo, ou pode
ser que um tem papel de principio e o outro é demonstravel a partir dele (e vice versa),
ou que ambos acabam sendo teoremas. Encontramos essas situagdes mais pra frente: no
Capitulo 9 voltamos a esse assunto de justificar defini¢gdes recursivas (Seccgao §220); no
Capitulo 14 obtemos resultados que garantam e mostram como computar funcées assim
definidas (Seccao §299); no Capitulo 16 demonstramos o teorema da indugao dos naturais
(Seccao §322) e o teorema da recursdo dos naturais (Seccao §323). Sugiro paciéncia
pois precisamos mais ferramentas e maturidade. O ponto, agora, é que ndo precisamos
nada disso para conseguir trabalhar em forma correta com demonstracoes indutivas e
defini¢oes recursivas.

§100. Umas fungoes de ordem superior

D4.74. Definicdo (map). Definimos a fungao map:

map : (o = B) — (List &) — (List 3)
map f [] =]

map f (x=xzs) = fx:map f as

D4.75. Definicao (filter). Definimos a fungao filter:

filter : (a — Bool) — (List a) — (List «)
filter p [] =]
filter p (z :: xs) = if p x then x : filter p zs else filter p xs

Ou, usando guards,
filter : (¢ — Bool) — (List &) — (List )

fitter p (] =]
filter p (z :: xs)
pT =z = filter p zs

otherwise = filter p zs

EXERCICIO x4.40 (DRY).
Elimine a repeticdo na Definicao D4.75.

©4.76. Teorema.

(filter-map) (Vf:a— B)(¥p: B — Bool)[filter pomap f =map f o filter (po f)].

DEMONSTRACAO. Sejam f:a — 3 e p: 3 — Bool. Para demonstrar

filter pomap f =map f o filter (po f)

(x4.40H1)
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pela definicao de igualdade entre fungdes, preciso demonstrar
(V¢ : List )] (filter pomap f) £ = (map f o filter (po f)) ¢]

Por inducéo no /.
CASO []. Precisamos demonstrar:

(filter pomap /) [] = (map f o filter (po f)) [

Calculamos os dois lados:

(filter p o map f) [] (map f o filter (po f)) []
= filter p (map f []) ((e).1) =map f (filter (po f) []) ((c).1)
= filter p [] (map.1) =map [ [] (filter.1)
=] (filter.1) =1]. (map.1)

CASO (z = xs). Aqui temos a hipotese indutiva

(filter pomap f) zs = (map f o filter (po f)) xs.

Separamos em casos:
CASO (po f) x = True, e logo p (f =) = True. Calculamos:

(filter pomap f) (z :: xs)
= filter p (map f (z = zs)) (
= filter p (f = = map f xs) (
= [z filter p (map f xs) (fil
= f x = (filter pomap f) xs (
= f = (map fofilter (po f)) zs (HI)
— F s (map £ (flter (po f) 1) (
=map f (z = filter (po f) s) (
map f (fitter (po f) (z=as)))  (fi
— (map f o filter (po f)) (z229)

CASO (po f) x = False, e logo p (f z) = False.

(filter pomap f) (z = 29
= filter p (map f (x : xs))
= filter p (f = map f xs) map.2)
= filter p (map f xs) filter.2 e HC)

((0)-1)

(

(

= (filter pomap f) s ((2)-1)
= (mayp f o filter (po f)) zs (HI)
map f (filter (po f) zs (
=map f (filter (po f) (x = zs) (
(

= (map f o filter (po f)) (z:: xs)

(0).1)
filter.2 e HC)
)

()-1)
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4.77. Na demonstracao do Teorema ©4.76, escolhi separar em casos, para evitar carregar
a expressao com o if-then-else nas costas. Sem separar em casos, este calculo ficaria assim:

(filter p omap f) (z :: xs)
= ()

filter p (map f (x = zs))
= (map.2)

filter p (f = map f xs)
= (filter.2)

if p (f «) then f x : filter p (map f xs) else filter p (map f xs)
— ()

if p (f z) then f z : (filter pomap f) zs else (filter p omap f) zs
S

if p (f «) then f x: (map f o filter (po f)) zs else (map f o filter (po f)) zs
= ()

if (po f) x then f x = (map f (filter (po f) zs)) else map f (filter (po f) xs)
= (mup.Q)

if (po f) x then map f (x = filter (po f) zs) else map f (filter (po f) xs)
= (ifthenelse-distr)

map f (if (po f) = then z : filter (p o f) xs else filter (po f) xs)
= ()

map f (if (po f) = then filter (po f) (z :: xs) else filter (po f) xs)
= (filter.2)

map f (filter (po f) (x = zs))
= ((0)1)

(map fofilter (po f)) (x :: xs).

» EXERCICIO x4.41 (ifthenelse-distr).
Enuncie e demonstre o (ifthenelse-distr) citado acima. (x4.41H0)

D4.78. Defini¢ao (folds). Definimos as fungoes foldl e foldr:

joldl: (B = a— 38) = f— (Lista— ) joldr: (a4 = 8= B) = B — (Lista — B)
foldl f z [] =z foldr f z [] =z
foldl f z (z = xs) =foldl f (f z x) xs foldr f z (x = as) = f x (foldr f z xs)

Ou, reescrevendo usando where, e trocando uns nomes:

foldl: (8 - a— 8) = f — (Lista — ) foldr: (¢ = 8 —= B) = B — (Lista — 5)
foldl f v [] =v joldr ¢ n [] =n
foldl f v (z = xs) = foldl f o' xs foldren (x=xs) =cxt

where v/ = fzx where t = foldr cn xs
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BNOIDION [Elaborar

§101. Polimorfismo

BNOIDION FEscrever

§102. Somatoérios e produtodrios

BNOIDION [Escrever

Intervalo de problemas

» PROBLEMA I14.9 (IList).
Defina o construtor de tipos IList : Type — Type, que construa tipos de listas habitadas.
Defina também funcoes head e tail pare este tipo, e uma funcao

toList : IList — List.

(114.9HO0)

» PROBLEMA I14.10 (EList, OList).
Defina usando recursdo maitua os construtores de tipos EList, OList : Type — Type, que
construam tipos de listas de tamanhos garantidamente par (a OList) e impar (a EList).
Defina também funcoes head e tail para cada uma dessas listas, e fungdes toList. (T14.10H0)

> PROBLEMA II4.11.
No Capitulo 9 aprendemos que conseguir uma fungao (o)-L-inversa duma funcéo f: o —
B, i.e., uma f':a <« 8 tal que

flof:idoz

é suficiente para garantir que f é injetiva:
(Va,a' :a)[fa=fd = a=d].

Dado isso, uma aluna tentou demonstrar a S-injetividade assim:

INJETIVIDADE DE S. Considere a pred : Nat «+ Nat. Basta mostrar que
ela é uma (o)-L-inversa da S: (predoS) n =pred (Sn) =n =idn.

A demonstragdo € valida? Se nfo, especifique o erro; sendo, por que estipulamos tal
injetividade como principio em vez de consegui-la como teorema? (T14.11H123)

» PROBLEMA T14.12.
(Apenas depois de resolver o Problema 114.11.)
Responda na pergunta surgida no fim da minha resolugdo de Problema I14.11. (II4.12H1)
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§103. Tipos de Maybe

D4.79. Definicao (Maybe). Definimos o construtor de tipos Maybe assim:

data Maybe : (a : Type) — Type
Nothing : Maybe «
Just : a — Maybe «

Podemos abreviar o Maybe o por M a quando o contexto permite, a seus construtores
também, por N e J respectivamente.

LR8I0} Gambiarra (1): safeHead, : ListNat — ListNat
Gambiarra (2): junkHead : ListNat — Bool x Nat
Gambiarra (3): defaultHead : Nat — ListNat — Nat

QO3] Terminar

§104. Tipos de Either

D4.80. Defini¢ao (Either). Para quaisquer «,3 : Type, definimos o tipo de dados
Either o B:

data Either a
Left : o — Eithera g
Right : 8 — Either a 8

Note que Either : Type — Type — Type. Como esperado, quando o contexto permite
podemos abreviar os Either, Left, Right por E, L, R respectivamente.**

BEOIBJOM Terminar

§105. Produtos, somas, etc.

BNOIDION [Escrever

Intervalo de problemas

IROIBJOM Add problems

445 meio ambiente agradece
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§106. Functors

S4.81. Especificacao (Functor). Considere os

F : Type — Type
mapp : (e = 8) = (Fa— F ()
Dizemos que o F com a map, é um functor sse as duas leis de functor sao satisfeitas:
(functor-id) mapp id = id
(functor-comp) mapp (fog) =mapp fomapg g.
Escrevemos apenas map quando o F é inferivel pelo contexto.

©4.82. Teorema (List-functor). O List : Type — Type com sua map : (@ — () —
(List « — List 8) é um functor.

DEMONSTRAGAO. Precisamos demonstrar as duas leis de functors. A primeira é pra ti
(Exercicio x4.42), e a segunda, i.e.,

(VaLﬂLv)[map (fog) =map fomap g],

f
pra mim. Sejam « BN B —— v. Agora, pela defini¢do da igualdade sobre fungdes,
preciso demonstrar

(V¢ : List a)[map (f o g) £ = (map fomap g) £].

Seja £ : List a. Por inducao.
Caso []. Calculamos:

map (fog)[]={] (map.1)
(map fomap g) [] =map f (map g [])  ((o).1)
=map f [] (map.1)
=] (

CASO (z = zs). Calculamos os dois lados:

map.1)

(map fomap g) (z = xs)

(map.2) = map f (map g (z = z5)) ((0).1)
= (fog) e (map fasomap gas) (HI) _ mai f (g . fnap? ) (map2)
= f (g z):(map f zsomap g zs) ((0).1) =f(g2)= maﬂp f (map g zs) (m"a’p'Q)
— (g &) xmap f (map g z5) ((2)1) " -

» EXERCICIO x4.42.
Demonstre a primeira lei de functor para o List com sua map. (x1.42110)
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EXERCICIO x4.43.
Para cada um dos

(a4), (+68), (ax), (xp), (v=), (=9 :Type— Type

verifique se pode fazer parte dum functor: se pode, defina correspondente map que
satisfaz as leis de functor (assim satisfazendo a Especificagdo S4.81); sendo, explique o
porqué. (x443H1)

4.83. E o0s Nat, Bool, List Nat, etc.? Serd que sdo functors também? A resposta imediata
nesse momento deve ser que até a pergunta tem um type error, pois, pela especificacao de
functor (S4.81) apenas coisas de tipo Type — Type tem chances de ser functor (sim, junto
com uma map apropriada), mas esses bichos que botei na mesa na minha pergunta todos
sd0 tipos, ou seja, tem tipo Type, ou seja, ndo tem como eles serem considerados functors.
Ou tem? Lembre que o 0 : Nat também n&o é uma fungdo, como nenhuma constante
é, mas podemos consideri-la como se fosse, com o simples hackinho de considerar a
0 : Unit — Nat em vez do proprio 0 : Nat. Podemos fazer algo parecido com os tipos e
aproveitar uma maneira de considera-los como possiveis functors. Diga «bem vindo» ao
functor-constante:

D4.84. Definicao (Konst). Dado qualquer tipo x, o Konst x : Type — Type simples-
mente ignora seu argumento e retorna o proprio k:

Konst : Type — Type — Type

def
Konst k o = k.

Observe o tipo do proprio Konst : Type — Type — Type; o aplicando (parcialmente) a um
tipo x, obtemos o Konst « : Type — Type, € esse tem o tipo certo para ter chances de fazer
parte dum functor! Sera que ele faz?

EXERCICIO x4.44 (Konst-functor).
Faz sim! (x4.44H0)

EXERCICIO x4.45 (Id).
Definimos j& o functor constante Konst « : Type — Type, agora queremos definir um tal de
Id : Type — Type. Defina. (x445H0)

EXERCICIO x4.46 (Id-functor).
Preciso enunciar? (x4.46H10)

EXERCICIO x4.47.
Ache tipos « e 3 tais que as tipagens seguintes sdo validas:

Just [5,6,1], Just[7], Just[], Nothing, ... :«
[Just 3,Just 1,Just 3], [Just 4], [Nothing], [Just5,Nothing,Just1], T[], ... :0

(x4.47HO)
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EXERCICIO x4.48.
Defina fung¢ées map,, map, tais que para qualquer f : Nat — v a map; f serd aplicavel nos
objetos da primeira linha do Exercicio x4.47 retornando

Just [f 5,f6,f1], Just[f7],
e a map, f nos objetos da segunda retornando

[ust (f 3), Just (f 1), Just (f 3)], [f 4],

(x4.48H1)

EXERCICIO x4.49.
Escreva uns habitantes dos tipos seguintes:

: List (List (Bool — Nat))
: List (Either Nat (Maybe (List Bool))).

(x4.49H0)

4.85. Considere tipos como os

Maybe (List Nat) : Type List (Maybe Nat) : Type
List (List (Bool — Nat)) : Type List (Either Nat (Maybe (List Bool))) : Type.

e observe que, de fato, todos eles sdo tipos mesmo. Uns habitantes desses tipos encontrou
nos exercicios x4.47 e x4.49. Mesmo que o Exercicio x4.48 nao foi nada dificil pra ti—
confio no teu potencial—e mesmo que tu gastou pouquissimas linhas para definir essas
map’s que ele pediu, deves concordar que se conseguir a mesma funcionalidade com
0 (zero) linhas, seria bem melhor. Isso que faremos agora, demonstrando apenas um
teorema. Ainda mais, essa método é aplicavel para todos os tipos “desse tipo™”: tipos
como esses que escrevi acima. O primeiro passo é conseguir descrever esse tipo de tipo.
O que eles tém em comum mesmo?

Resposta. Todos eles sdo construidos aplicando uns functors em outros tipos, que tam-
bém foram construidos via functors, e por ai vai. Ou seja: sdo composicoes de functors
aplicadas num tipo. Eu vou explicitar as duas primeiras, que sdo mais simples, e deixar
as outras duas e ainda mais umas pra ti—acho justo:

Maybe (List Nat) = (Maybe o List) Nat List (Maybe Nat) = (List o Maybe) Nat.
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» EXERCICIO x4.50.

Escreva os tipos seguintes como composigoes de functors aplicados num tipo s6 (tua
escolha, se tiver), como eu acabei de fazer:

List (List (Bool — Nat)) : Type List (Either Nat (Maybe (List Bool))) : Type
Nat x List (Maybe Nat) : Type Either Weekday (Nat x Bool) : Type.

(x4.50H1)

§107. Arvores

LKCIBJOM Desenhar uns exemplos de arvores

D4.86. Definicao (BinTree). Para qualquer « : Type, definimos o tipo

data BinTree o
Tip : a — BinTree
Fork : BinTree a — BinTree o« — BinTree «

Chamamos o tipo de binary tree, por causa da quantidade de filhos que cada n6 dele
tem (exatamente 2).

4.87. Observagao (Tree). Economizando minha tinta e teu cansago visual, vou escre-
ver Tree o ou até T «, quando é implicito qual de todas as arvores esta sendo considerada.

EXERCICIO x4.51 (nodes, leaves, depth).
Defina as fungoes

nodes : Tree a — Nat leaves : Tree a — Nat depth : Tree @« — Nat.

que contam os noés, as folhas, e os andares duma arvore. (x4.511123)

©4.88. Teorema (nodes-leaves). Para toda arvore t : Tree a,

leaves t = 1 4+ nodes t.
DEMONSTRARAS AGORA NO EXERCICIO x4.52. i

EXERCICIO x4.52.
Demonstre o Teorema ©4.88. (x4.52H12)

©4.89. Teorema (leaves-depth). Para toda érvore t : Tree a,

leaves t < 2" depth t.

DEMONSTRAGAO. Seja t: Tree a. Por inducad no t.
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CASO (Tip z). Calculamos:

leaves (Tipz) =1 (leaves.1)
2" depth (Tipz)=220=1. (depth.1)

CASO (Fork £ 7). Calculamos:
leaves (Fork £ r)

= leaves £ + leaves r (leaves.2)
< 2~ depth £ + leaves r (hi-¢)
<2~ depth £ +2~ depth r  (hi-r)
(
(

Exercicio x4.53)

=2~ depth (Fork £ r). depth.2)

EXERCICIO x4.53.
Feche o que faltou para fechar na demonstracdo de Teorema ©4.89.

EXERCICIO x4.54 (subtrees).
Defina a subtrees : Tree a — List (Tree a) que retorna uma lista com todas as subarvores
da sua entrada.

EXERCICIO x4.55 (flatten).

Defina a flatten : Tree o — List (Tree o) que retorna o achatamento da sua entrada: uma
lista com todos os valores das folhas, na ordem que aparecem projetando a &rvore a um
piso horizontal.

EXERCICIO x4.56 (search, fetch).
Queremos definir funcoes

search : a — Tree o — List (Path) fetch : Path — Tree & — Maybe «

para arvores. No caso de listas, a busca da search retorna uma lista de Nats, j4 que
cada tal Nat visto como indice é a informacao que corresponde numa posi¢do numa, lista.
Numa arvore néo faz sentido perguntar «quem esté na posicdo 47». Ou seja, o Nat néao
serve como tipo para descrever uma posigdo. Cada posi¢io é descrita por um caminho,
ou seja, uma lista de diregdes (esquerda—direita). Usamos o tipo Path de caminhos ent&o,
que é definido apenas como um sinénimo

data Dir
Path & List Dir  onde L : Dir
R : Dir

Agora defina as search e fetch.

EXERCICIO x4.57 (subtree).

Defina a subtree que, dado um caminho e uma &arvore retorna a subarvore que comecga a
parir do ponto descrito pelo caminho. Faz parte deste exercicio pensar num tipo legal
para tal funcao.

(x4.53H0)

(x4.54H0)

(x4.55H0)

(x4.56H0)

(x4.57H1)
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» EXERCICIO x4.58 (functor).
O BinTree : Type — Type pode ser um functor? Se sim, defina o que precisa ser definido e
demonstre o que precisa ser demonstrado. Sen&o, por que nao? (x458H12)

» EXERCICIO x4.59 (LBinTree).
Defina o LBinTree, capaz de representar arvores binarias com rétulos, ou seja, que carre-
gam informagcao tanto nos seus forks, quanto nos seus tips. Observe que tais informagoes,
em geral, podem ser de tipos diferentes. (x4.59H0)

» EXERCICIO x4.60 (flatten).
Adapte a flatten para funcionar em arvores de tipo LBinTree a «, projetando as informa-
¢des tanto dos forks quanto dos tips na mesma lista. O que faria se quisesse adapta-la
para arvores de tipo LBinTree o 8 mesmo? (x4.60H0)

» EXERCICIO x4.61 (GenTree).
Defina o GenTree, capaz de representar arvores gerais, que carregam informac&o nos seus
nos e cada no6 pode ter 0 ou mais filhos (suas folhas sdo seus nos sem filhos). (x4.61H0)

§108. Ordenando

BNOIDION [Escrever

§109. Um toque de complexidade

Nosso foco tem sido definir fungdes corretamente e demonstrar suas propriedades, in-
cluindo a corretude dos nossos programas. Sem aprofundar nos terrenos da complexidade
computational, quero aproveitar o momento para falar de eficiéncia.

4.90. Length. Lembre a defini¢do da length (D4.65):

length : List @« — Nat
length [] =0
length (n : ns) =S (length ns).

Quantos passos precisamos para calcular o valor da length [1,2,3,4] ficando fieis na sua
defini¢do? Calculamos:

length [1,2,3,4]
length [1,2, 3]) (length.2)
(length [1 2])) (length.2)
(S (length [1]))) (length.2)
(S (S (length [1))))  ( 2)
(S(50))). (length.1)

=5
=S(S
=S (S
=S (S length.
=S (S

lengtl
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Precisou 5 passos: 4 usos de length.2 e 1 uso de length.1. E facil perceber a maneira
certa de generalizar isso para contar os passos de calculo da length ¢, onde ¢ é uma lista
arbitraria: vamos precisar |¢| + 1 passos, onde |¢| denota o tamanho da lista ¢.

EXERCICIO x4.62 (Concatenagdo).
Lembre a definigao (D4.67) da (+):

(+) : List @ — List o — List «
[} +ys = ys
(x :xs) H ys = x = (s H ys).

Quantos passos precisamos para calcular o valor da xzs-+ys? Tua resposta deve depender
dos tamanhos das listas zs e ys. (x4.62H0)

4.91. Complexidade de Reverse. Lembre a definicio da reverse. Quantos passos
precisamos para calcular seu valor, ficando fieis na sua defini¢do? Calculamos:

reverse [1,2,3,4, 5]

= reverse [1,2,3,4] + [5] (reverse.2)

= (reverse [1,2,3] + [5]) + [4] (reverse.2)

= ((reverse [1,2] + [5]) + [4]) + [3] (reverse.2)

= (((reverse [1] H [5]) + [4]) H [3]) H [2] (reverse.2)

= ((((veverse [] +[5]) +[4]) +[3]) +[2]) + [1]  (reverse.2)

= (((([] +[5]) +[4]) + [3]) + [2]) + [1] (reverse.1)

= ((([5] + [4]) + 3]) + [2]) + [1] ((+)-25 (+).1)

= ((5,4] + [3]) + [2)) + [1] ((#)-2; (+).1)

= ([5,4,3] + [2]) + 1] ((4‘* ; (+)1)
=[5,4,3,2] + [1] ((+ (+F) 1)

=[5,4,3,2,1]. ((# l)

Vamos separar esse calculo em duas partes. Na primeira (onde aparecem s6 (=)) cada
linha corresponde em exatamente um passo, em qual aplicamos a defini¢cdo de reverse para
efetuar uma substituigdo. Na segunda (onde aparecem s6 (£)) cada linha corresponde
numa seqiiéncia de passos, em quais aplicamos repetidamente a (+).2 até esvasiar a lista
& esquerda para finalmente aplicar a (+).1. Queremos contar a quantidade de passos
que todo esse calculo precisou até terminar. A primeira parte é facil: de fato, cada (=)
¢ 1 passo, e tem 6 em total; entdo vou escrever
reverse [1,2,3,4,5]

g (((([]+[5]) + [4]) + [3]) H [2]) H [1].  ((4x) reverse.2; (1x) reverse.l)

Agora precisamos contar quantas (=)’s estdo escondidas atras de cada uma das (£)’s.
Lembrando que o célculo de ¢; + ¢ precisa de |¢1|+1 passos, chegamos na conta seguinte:

reverse [1,2,3,4,5]

S ((((1) 4 [5]) 4+ [41) + [3) + [2) 1] ((5x) veverse 2 (1x) reverse.1)
= ((([5] + [4]) + [3]) + [2)) + [1] ((0%) (+).25 (1x) (+).1)
2 (([5,4] + [3]) + [2]) + [1] ((1%) (+).25 (1x) (+).1)
2 ([5,4,3] ++ [2)) + [1] ((2%) (+).2; (1) (+).1)
2 [5,4,3,2] + [1] ((3%) (+).2; (1) (+).1)
= [5,4,3,2,1]. ((4%) (+).2; (1) (+).1)



§110. Eficiénia via indugdo 193

Assim, a primeira parte precisou 6 passos e a segunda 1+ ---+ 5 = 15 passos, isto &, 21
passos para uma lista de tamanho 5.

§110. Eficiénia via indugao

Vamos ver como podemos usar a teoria que temos elaborado aqui para ganhar versoes
bem mais eficientes dumas fungdes com quais nos sofreriamos se iriamos trabalhar com
suas versodes originais.

4.92. Melhor nao pensar tanto. Descubrimos (Nota 4.91) que nossa reverse tem com-
plexidade de tempo O(n?): para reverter uma lista de tamanho n ela precisa in%+ 3n+1
passos. Uma alternativa sensata agora seria pensar criativamente para achar uma nova
defini¢do de reverse, mais eficiente. Mas com o que temos estudado até agora, da para
evitar esse processo, limitando a inspirago necessaria. Vamos ver como aproveitar nossa
experiéncia com inducao e usa-la como guia para chegar quase gratuitamente numa nova
definicdo de reverse que vai acabar sendo muito mais eficiente!

4.93. O que deu errado? O que seria legal?. O problema visto na Nota 4.91 é
que temos dois trabalhos acontecendo e gastando tempo: reverter e concatenar. Que
tal imaginar uma funcgio revcat que retornaria seu primeiro argumento revertido e ja
concatenado com seu segundo? Tipo assim:

revcat : List &« — List o — List «

(Vxs, ys : List a))[ revcat xs ys = reverse s H ys].

Note que isso ndo é uma definicdo, mas sim uma especificacdo que tal desejada revcat
precisa atender. Vamos fingir por um momento que alguém jé definiu uma tal fungéo, e
que ela é rapida. Observe que tendo uma tal revcat, podemos definir nossa reverse para
ser simplesmente uma aplicacao parcial da revcat:

def
reverse zs = revcat xs [].

Entao basta definir uma eficiente revcat. Bora.

4.94. Revcat via inducao. Por que nédo usar simplesmente sua especificagdo como
definigdo mesmo? Se tentar definir

revcat s ys = reverse s H ys

onde reverse e (+) sdo nossas fungoes ja definidas, a revcat vai ser lenta, mas isso nem é o
maior problema: queremos usar a revcat para definir a reverse na maneira escrita acima,
e se tentar usar essas duas definigdes mesmo, vamos ter uma tijolada. Mesmo que n&o
serve como definicio, a especificacdo precisa ser satisfeita por qualquer implementacio
de revcat, e logo temos sim as igualdades

reveat [] ys = reverse [| H ys

reveat (2 zs) ys = reverse (z : z8) H ys.
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Basta substituir cada uma delas por algo igual que ndo envolve nem reverse nem (+):

reveat [] ys £ 7 (= reverse [| 4 ys)
reveat (z 1 zs) ys = 7 (= reverse (x : as) H ys).

A parte criativa que queremos evitar é pensar nesses 7 ai. Usaremos induc¢ao como guia
para chegar em tal defini¢io, sem pecisar pensar muito. Comega fingindo que estamos
tentando demonstrar por indugéo que, de fato,

(Vas : List ) (Vys : List a)[reveat zs ys = reverse xs H ys].

Seja zs: List a entdo. Por indugéo no zs.
CAsoO []. Seja ys: List a.

reveat [] ys l reverse [] + ys.
N&o tendo como trabalhar no lado esquerdo, trabalhamos no lado direito:
reverse [] H ys
=[]+ ys (reverse.l)
=ys ((+)1)

E assim a “base da induc¢&o” nos fornece a primeira das duas linhas que precisamos para
definir a desejada revcat:

reveat [] ys s,

Agora falta o “passo indutivo” nos fornecer a segunda linha.
CASO (z = ms). Nossa “hipétese indutiva” aqui é que a lista zs é legalzona, ou seja:

(V¢ : List o) [ revcat s £ = reverse xs+ £].
Vamos brincar de demonstradores de
(Vys : List a)[reveat (z :: xs) ys = reverse (x i xs) H ys].
Seja ys : List a. Calculamos novamente no lado direito:

reveat (z  s) ys
|

= reverse (7 z5) H (especificacdo da revcat)
= (reverse xs H [:z:]) +H ys (reverse.2)

= reverse xs H ([z] H ys) ((+)-assoc.)

= reverse zs + (x = ([] H ys)) ((+).2)

= reverse zs + (T :: Ys) ((+).1)

= reveat s (x :: ys) (h.i. com £ := z = ys)

finalmente chegando numa expresséo que ndo envolve nem reverse nem (+), que usamos
para completar nossa defini¢do de revcat, cuja versdo final fica assim:

D4.95. Definicao (revcat).

reverse : List @ — List « reveat : List & — List o — List o
reverse xs = reveat xs [] reveat [] ys =ys

reveat (z : z8) ys = revcat zs (z i ys).
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4.96. Reverse: new and improved. Quantos passos precisamos para calcular o valor
da reverse[l,2, 3,4, 5] com nossa nova Definicao D4.957 Calculamos:

reverse [1,2,3,4, 5]

=reveat [1,2,3,4,5] [] (reverse.l)
= revcat [2,3,4,5] [1]  (revcat.2)
= reveat [3,4,5] [2,1]  (revcat.2)
= reveat [4,5] [3,2,1]  (revcat.2)
= reveat [5] [4,3,2,1]  (revcat.2)
= reveat [] [5,4,3,2,1] (revcat.2)
=[5,4,3,2,1]. (reveat.1)

Precisou 7 passos: 1 no inicio para chamar a revcat, 5 chamadas da revcat.2, e finalmente
1 chamada da revcat.1. Em forma geral, sendo aplicada numa lista de tamanho n, vai
precisar apenas n + 2 passos. Ou seja conseguimos uma implementagao de tempo O(n),
em vez da velha e lenta versdo que precisa O(n?).

§111. Eficiénia via algebra

Escrever

§112. Folding

Escrever

Problemas

PROBLEMA I14.13 (Unfolding).
Escrever

(114.13HO0)

Leftovers to be tidied up, expanded upon, and complemented

§113. A notacao BNF

4.97. Uma primeira tentativa. Vamos comegar diretamente com um exemplo de uso
da notagdo BNF' (Backus—Naur form), para descrever uma linguagem de expressoes
aritméticas:



196 Capitulo 4: Recursao; indu¢do
4.98. ArEx (1).

(1) (ArEx) == 0] 1|23 ---
(2) (ArEz) == ((ArEz) + (ArEz))

O que tudo isso significa? A primeira linha, é uma regra dizendo: uma expressdo aritmeé-
tica pode ser um dos 0, 1, 2, 3, .... A segunda linha é mais interessante: uma expressao
aritmética pode comecar com o simbolo ‘ (’, depois ter uma expressao aritmética, depois
o simbolo ‘ +’, depois mais uma expressao aritmética, e finalmente o simbolo ‘)’. A
idéia é que o que aparece com angulos é algo que precisa ser substituido, com uma das
opgdes que aparecem no lado direito de alguma regra que comega com ele.

Comecgando com o (ArEz) ficamos substituindo até ndo aparece mais nada em angu-
los. Et voila: neste momento temos criado uma expressdo aritmética.

EXEMPLO 4.99.
Use as regras (1)—(2) da Nota 4.98 acima para criar duas expressdes aritmética.
RESOLUGAO. Comegando usando a regra (2), temos:

(ArEz) 2

1

—~

(ArEz) + (ArEz))

—
—

$

(ArEz) + 3)

2

—~
—

$

(ArEz) + (ArEz)) + 3)

1

—
—

$

1

(
(
((
((128 4 (ArEz)) + 3)
((

—
~—

§

128 +0) + 3)
Comegando usando a regra (1), temos:

(ArEx) W17

Isto sendo nosso primeiro exemplo de uso de BNF, em cada expressio que fica na parte
esquerda dum ‘ ~’ sublinhei o foco atual (o que escolhi para ser substituido nesse passo).
Em geral, ndo vamos fazer isso.

EXERCICIO x4.63.
Mostre como usar a Nota 4.98 para gerar a expressao aritmética ((1+ (2 + 2)) + 3).

! 4.100. Cuidado. Essa coisinha ai, a ‘((ArEz) + (ArEz))’ que parece no lado direito da
Nota 4.98 pode dar a impressio errada que s6 podemos criar expressoes de aritmética
onde a soma ¢é aplicada nos mesmos termos, por exemplo, (1+1), (5+5), (1+1)+(1+1)),
etc. Nao € o caso! Isso deve ser 6bvio ja pelo Exemplo 4.99. Nao pense entédo nos * (Bla)’
como variaveis, nem no ¢ ::= ’ como igualdade. Numa expressio como a ‘y = z + 2’ 0

termo ‘z’ deve denotar o mesmo objeto em ambas as suas instancias.

? Q4.101. Questdo. Quais sdo uns defeitos dessa primeira tentativa? O que podemos
fazer para a melhorar?

(x4.63H0)
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Resposta. Umas deficiéncias sao:

(1) A linguagem gerada por essa graméatica nao é suficiente para representar expressoes
que envolvem outras operagdes, como —, (-), +, etc.

(2) A regra (1) tem uma infinitade de casos (gragas aos ‘--- 7).

(3) As regras e os nomes escolhidos néo refletem bem nossa idéia.

» EXERCICIO x4.64.
Apenas alterando a segunda regra da Nota 4.98, resolva a primeira deficiéncia. (x4.6411)

4.102. Uma segunda tentativa. A soluc¢io que encontramos no Exercicio x4.64 néao
¢é a coisa mais elegante do mundo. Tem muita repeticdo que podemos evitar, definindo
uma nova regra em nossa gramatica:

I'4.103. Gramatica (ArEx (2)).

(1) (ArEz) == 0] 1]2]3]---
(2) (ArEz) = ((ArEz) (BinOp) (ArEz))
(3) (BinOp) == + | — | - | =

Bem melhor! Mas ainda a gramatica nao refleta bem nossa idéia. Podemos melhoré-la,
com mais regras e com nomes melhores que deixam mais claras nossas intencoes:

I'4.104. Gramatica (ArEx (3)).

(0) (ArEz) == (Num) | (OpEx)

(1) (Num) ==0|1]2]|3]- -

(2) (OpEx) == ((ArEzx) (BinOp) (ArEz))

(3) (BinOp) ==+ | —| |+

Falta achar um jeito para remover esses ‘---’ ainda, mas vamos deixar isso para depois

(Problema I14.14).

! 4.105. Cuidado. Como conseguimos separar o que ¢ sintaxe da linguagem que estamos
definindo a partir duma gramatica da sintaxe da metalinguagem que usamos para descre-
ver essa gramatica? Por exeplo, na (2) da Gramatica ['4.104, na sua parte direita,temos
uma expressio cujo primeiro caracter é o ‘(’ e depois...continua com o caracter ‘ (’?
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Claro que ndo, e parece que necessitamos esses dngulos na nossa metalinguagem para
tirar essa ambigiiidade. Mas muitas vezes néo existe esse perigo, pois podemos inferir
se algo é para ser substituido ou se é sintaxe da linguagem-objeto mesmo: caso que
aparece no lado esquerdo de alguma das regras da mossa gramdtica, € para ser substi-
tuido. Aqui um exemplo duma gramatica escrita nesse jeito que define uma linguagem
importantissima que vamos amar bastante, logo no Capitulo 4:

I'4.106. Gramatica (N, de «Nao vou dizer»).
N == O | SN

EXERCICIO x4.65.
Quais sdo umas das palavras que podes gerar com a Gramatica 1'4.1067 Podes pensar
de algum uso para essa linguagem? (x4.65H0)

Problemas

PROBLEMA I14.14.

Usando BNF, defina uma gramética para a linguagem de todos os numerais que repre-
sentam os naturais no sistema decimal. A embuta na gramatica das expressdes aritmé-
ticas Gramatica 1'4.104 chegando assim numa gramética que gera a mesma linguagem,

mas sem usar “--“ (TI4.14H0)

PROBLEMA T14.15.

Aumente tua graméatica do Problema 114.14 para gerar expressdes aritméticas que usam o
operador unitario (e postfixo) do factorial, que denotamos com !, escrevendo por exemplo
8! para o factorial de 8. Note que néo usamos parenteses para aplicar o factorial:

((2+3)!-01)

(I14.15H0)

PROBLEMA T14.16.
Aumenta tua graméatica do Problema I14.15 para gerar expressoes aritméticas que usam
as variaveis

A R R A R A A A 1),
',I:7y7z7x7y7z7x 7y 7Z 7‘r 7y 7Z

PROBLEMA I14.17 (Notagao polonesa).

Demonstre que ndo podemos simplesmente apagar as parenteses da nossa graméatica
de (ArEz) sem perder uma propriedade importantissima da nossa linguagem (qual?).
Experimente com a gramatica

(0) (PolArEz) == (Num) | (OpEz)

(1) (Num) == 0| 1|2]3]: -

(2) (OpEzx) ::= (BinOp) (PolArEz) (PolArEzx)
(3) (BinOp) w= + | — | - | =
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Escreva uns dos seus termos. Supondo que cada simbolo de (Num) é apenas um simbolo
(por exemplo o ¢ 15’ é um simbolo atdémico e ndo algo composto dos ‘1’ e 57), observe que
com essa notagdo (chamada notagdo Polonesa ou notagdo Lukasiewicz) nao precisamos

de parenteses! Como escreverias nessa linguagem as expressdes correspondentes as:
1+ 2; 3-(2+4)+6;

PROBLEMA I14.18.

2.-34+3-(T+8-2)7

Defina linguagens: uma de logica proposicional e uma de logica de predicados que usam
notac@o Polonesa (Problema I14.17). Faca um bom trabalho, definindo agticares sintac-
ticos e abreviagdes. E sobre precedéncias e associatividades sintacticas?

§114. Uma linguagem de numerais binarios

§115. Tipos de expressoes

EXEMPLO 4.107.

Defina uma funcéo f : £9¢ — N que calcula o ntimero de conectivos binarios que aparecem
na sua entrada. Use-l4 para calcular os conectivos binarios da expressédo

—|(P4 — (Pg A —‘Pg)).

RESOLUCAO. Seguindo a definigdo de £y, cada um dos seus elementos é formado por
uma de certas regras. Basta escrever entdo como calcular o ntimero desejado para cada

um desses casos:

(BCp) f(p)=0, (p € Pvar)
(BC-) F(=A) = f(A), (A€ g)

(BC-) f((A—= B)) = f(A)+1+ f(B), (A BEe€ <L)
(BCy) f((AANB)) = f(A)+1+ f(B), (A,Be€ L)
(BCv) f((AVB)) = f(A)+1+ f(B), (A,Be L)

Preguicosamente, podemos condensar as trés dltimas equacdes em tima s6, assim:

f((AQB)) = f(A) + 1+ f(B),

Aplicando nossa fung¢éo na féormula dada calculamos:

F((Pr = (Py A Fy))) =
= f(Ps) + 1+ f((Po A —Py))

f((Ps— (Py A —Fy)))

=0+ 1+ f((PyA—Dy))

=0+ 1+ (f(Po) +1+ f(—Py))
Py))
Py))

=04+1+(0+1+ f(—
=0+1+(0+1+ f(
=0+1+(0+1+40)
=2

(A,B € £y, e Ve {=,AV})

(por BC.)
(por BC_,)
(por BCp)
(por BC,)
( )
(r )
( ’p)

por b(‘p

(114.18HO0)
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§116. Uma pequena linguagem de programacgao

§117. Inducado em tal coisa

4.108. Inducgao em tal coisa. Até agora usamos inducio para demonstrar proposicoes
da forma

para todo z : «, ¢(z)

onde o sempre é um tipo que definimos indutivamente ou da forma
para todo z € S, ¢(x)

onde S é um conjunto como o dos inteiros positivos, sobre qual temos demonstrado um
teorema de indug ou um Também ji encontramos como “hackear a regra” escolhendo um
apropriado ¢(—), conseguindo assim demonstrar proposi¢ées que variaram um pouco do
padréo original. Bora hackear pouco mais!

4.109. Todo conjunto finito. Vamos supor que estamos tentando demostrar algo da
forma

para todo conjunto S, ¢(S).

Podemos usar inducao? Parece que estamos bem longe do padrdo permitido, essa mu-
danca de «todo inteiro positivo» para «todo conjunto» néo vai ser tao facil de hackear
como quando mudamos para conseguir um «todo natural maior que ¢». E se for real-
mente «todo conjunto» podemos esquecer a indugio que aprendemos até agora; mas se
for «todo conjunto finito»? Tipo assim:

para todo conjunto finito S, ¢(5).

? Q4.110. Questao. Agora podemos usar inducio sim, mas em que?

Resposta. Indugéo no tamanho de S.
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» EXERCICIO x4.66.

Podemos demonstrar o principio da boa ordem usando indug¢éo no tamanho do subcon-
junto A? (x4.66H0)

D4.111. Defini¢ao (Cardinalidade). Definimos a cardinalidade |A| dum conjunto fi-
nito e habitado A pelas:

|A|=1 <= A é um singleton

[Al=n+1 < (Jac A)FA CA)|agt A & |A]l=n & (VxeA)jz=aouzeA]

AC{a}UA’

Se existe n € N tal que |4| = n dizemos que A é finito.

A4.112. Lema. Qualquer conjunto finito de niimeros A habitado, possui minimo.

» EsBOGO. Por indugéo no tamanho do conjunto. A base é trivial: um conjunto com
apenas um membro a, tem o a como minimo. Seja k > 1 tal que

(HI) todos os conjuntos de tamanho & possuem minimo.

Considere um conjunto A de tamanho k + 1, ou seja,

A= {ah e ,ak,ak+1}~
Pela hipotese indutiva sabemos que {a1,...,axr} possui minimo m. Agora o menor mem-
bro do A é o menor dos m € aj.1. [ (A4.112P)
» EXERCICIO x4.67.
Faria sentido trocar o ‘(3a € A)’ por ‘(Va € A)’ na fim do Lema A4.1127 (x4.6TH0)

Intervalo de problemas

» PROBLEMA I14.19.
Denotamos a operagdo de concatenagdo de strings por (+). Dois alunos definiram com
as maneiras seguintes a “exponenciagao”:

(L1) s =¢ s=e (R1)
(L2) g =""lg g st =5+ "L (R2)

(1%}

onde ¢ é o string vazio “”, que é uma identidade da concatenagdo, ou seja, que satisfaz:

(E) (Vs)lets=s=s+H¢]

Demonstre que as duas defini¢Ges sdo equivalentes, ou seja, que para todo string s e todo
n >0, "s = s". Cuidado: a operacdo + é associativa mas nao comutativa: ‘oimundo’ e
‘mundooi’ sdo palavras diferentes! (T14.1917123)
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Problemas

Leitura complementar

Recursao e indugao vamos ficar usando o tempo todo. Mais pra frente vamos mergu-
lhar na teoria desses assuntos; mas sugiro paciéncia por enquanto, e ganhar experiéncia
trabalhando com recursédo e indugio.

Sobre o principio da boa ordem e indugao, dé uma olhada no [BM77b: §§1.4-1.5].

Neste capitulo tivemos nosso primeiro contato com programacdo funcional. Para
o ansioso e animado-para-programar leitor recomendo se jogar no [BW88]. Além disso,
obviamente brincar com uma linguagem puramente funcional é essencial; sobre progra-
magcio funcional em Haskell: [Bir14], [Hut16], [Bir98], [Lip12].

Divulgar Lean and SML

Vale muito a pena investir em trabalhar com uma implementacio como a Agda ou
o Coq. Ambos podem ser vistos tanto como uma linguagem de programagao funcional,
quanto como um proof assistant. Dois textos excelentes para inciantes que meu leitor
¢ muito recomendado comecar desde ja estudar sdo os [PAACT17] (que usa Coq) e o
[WK18] (que usa Agda).

Para aprofundar ainda mais em recursdo e indugdo consulte os [Acz77] e [Mos14],
mas sugiro fazer isso bem depois, pois podem aparecer pesados demais neste momento.



CAPITULO 5

COMBINATORIA ENUMERATIVA

BEOIBIOM tcrminar e arrumar

§118. Principios de contagem

5.1. Informalmente. Queremos contar todas as maneiras possiveis para algo acontecer,
certas configuracoes, certos objetos ser escolhidos, ou ordenados, etc. Baseamos nossas
idéias em dois principios de contagem: da adicdo e da multiplicagdo.

O principio da adicfo, informalmente: Se podemos agrupar todos esses objetos em
grupos distintos, tais que cada objeto pertence em exatamente um grupo, o niimero total
dos objetos é igual o somatoério dos tamanhos dos grupos.

O principio da multiplicagéo, informalmente: Se cada configuracdo pode ser descrita
completamente em n passos, onde para o primeiro passo temos a; op¢oes, para o segundo
passo temos ay opgoes, etc., e em cada passo a quantidade das opgoes disponiveis nao
depende nas escolhas anteriores, entdo existem em total ajas - - - a,, configuragdes possiveis.

5.2. Principio da adigdo. Seja A conjunto finito, e Ay, ..., A, subconjuntos dele tais
que cada elemento a € A, pertence em exatamente um dos A;. Logo,

Al =D |Ail.
i=1

5.3. Principio da multiplicacdo. Sejam A, ..., A, conjuntos finitos. Logo

|Ay X X Ap| = |Aq] -+ An].

e EXEMPLO 5.4.
De quantas maneiras podemos escrever um string de tamanho 3. ..

(i) Usando o alfabeto {A,B,C,...,X,Y,Z}?

(ii) Usando o mesmo alfabeto, mas proibindo o mesmo caractere se repetir no string?
REsoLUG¢AO. Consideramos a formacio de cada string em passos, caractere a caractere.
Temos 3 posi¢des para colocar os caracteres: _ _ _

Para a questao (i), temos: 26 maneiras para escolher o primeiro caractere, 26 para o
segundo, e 26 para o tltimo:
Nigh Nigi Ny 2l
26 26 26
A escolha em cada passo néo é afeitada por as escolhas dos passos anteriores. Logo, pelo
principio da multiplicagdo tem
26 - 26 - 26 = 26°
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strings possiveis.

Para a questdo (ii), temos: 26 maneiras para escolher o primeiro caractere, 25 para
o segundo (todos menos aquele que escolhemos no passo anterior), e 24 para o tltimo
(similarmente):

Nigh Nig Ny 2l
26 25 24

Agora a escolha em cada passo realmente € afeitada por as escolhas dos passos anteriores!
Por exemplo, se no primeiro passo escolher o caractere C, para o segundo passo as opgoes
incluem o caractere A; mas se no primeiro passo escolher o caractere A, as opcoes para o
segundo mudam: nao temos essa opcao mais. Mesmo assim, podemos usar o principio da
multiplicacdo! Por qué? As escolhas dos passos anteriores afeitam quais sao as escolhas
do passo atual, mas nao afeitam quantas elas sdo! Por isso, chegamos no resultado
aplicando mais uma vez o principio da multiplicacdo: temos

26-25-24

maneiras possiveis.

EXERCICIO x5.1.
Temos 4 presentes e queremos dar para 3 criancas tal que cada crianca vai receber apenas
um presente.

(i) De quantas maneiras podemos disribuir os presentes para as criancas?
(ii) O que muda se as criangas sdo 47 Explique.

(x5.1HO0)

EXERCICIO x5.2.
De quantas maneiras podemos escrever strings de tamanho 2 usando o alfabeto

{A7B7 CaD} )

tais que as letras aparecem em ordem que concorda com a do alfabeto? Por exemplo os
string AC, BB, e CD séo aceitaveis, mas os DC e BA, néo. (x5.2H12)

§119. Permutacoes e combinagoes

Q5.5. Questao. De quantas maneiras podemos escolher r objetos de n?

Essa questdo é bastante ambigua; por exemplo: Os n objetos sdo todos distintos? Pode-
mos repetir o mesmo objeto na nossa escolha?

D5.6. Definicdo. Usamos os simbolos:

Pi(n) : o ntmero de permutacdes totais de n objetos
P(n,r): o ntmero de r-permutacoes de n objetos
C(n,r): o numero de r-combinagoes de n objetos
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Onde entendemos que:

(i) os n objetos sdo distintos;

(ii) n&o podemos repeti-los.
Observe que as permutagOes totais sdo apenas casos especiais de r-permutacdes. Na
literatura encontramos r-permutagdoes também com o nome arranjos, mas nds vamos
evitar esse termo aqui para evitar confuséo.

5.7. Proposicao (Permutagdes totais).

Piot(n) = nl.
5.8. Proposi¢ao (Permutagdes).
P(n,r) = o i!r)'
5.9. Proposi¢ao (Combinagdes).
C(n,r) = (n—n;)'r'

EXEMPLO 5.10.
10 amigos tém vontade viajar com um carro de 5 vagas. De quantas maneiras diferentes
5 deles podem entrar no carro? Considere que o que diferencia mesmo a configuragio
sao apenas a posicdo do motorista e do copiloto.
RESOLUGAO. Vamos ver dois jeitos diferentes para contar essas configuragoes:

JEITO 1: Escrevendo

C(10,1) - C(9,1) - C(8,3)

ja é meio auto-explicativo: formamos cada configuragio em passos: (i) escolher o moto-
rista; (ii) escolher o copiloto; (iii) escolher os passangeiros de tréas.

JEITO 2: Outra método para formar cada configuracdo seria: (i) escolher os 5 que
véo entrar no carro; (ii) escolher qual vai ser o motorista; (iii) escolher qual vai ser o
copiloto. pensando assim chegamos no célculo

C(10,5)-C(5,1)-C(4,1).
—_— Y—— Y——
(i) (ii) (iii)
Olhando para os dois célculos
C(10,1) - C(9,1) - C(8,3) = C(10,5) - C(5,1) - C(4,1)

néo é 6bvio que seus valores sdo iguais. Calculamos

C10.1)-C(9,1)-C(8,3) =10-9. —— _ 10
(10,1)-C(9,1) - C(8,3) = 5131 513!

10! 10!
C(10,5)-C(5,1)- C(4,1) = 5754 =

e respondemos (felizmente) que em total temos
100 10-9-8-7-6
5030 3!
configuragdes diferentes.

=10-9-8-7=5040
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§120. Permutacgoes ciclicas

EXEMPLO 5.11.

8 pessoas querem dancgar uma danga em qual todos precisam formar um ciclo pegando
as maos (e olhando para o interior do ciclo). Em quantas configuragdes diferentes essa
danca pode comecar?

RESOLUGAO. Vamos resolver esse problema seguindo duas idéias bem diferentes:

IDEIA 1. Consideramos primeiro a questdo: “de quantas maneiras podemos permutar
as 8 pessoas numa ordem?’ Respondemos 8!, o numero das permutacoes totais de 8
objetos (sabendo que hipercontamos para o problema original). Mas podemos calcular
erxatamente quanto hipercontamos: cada resposta do problema original corresponde em
exatamente 8 respostas do problema novo (uma para cada “circular shift”). Entao basta
s6 dividir a “hiperconta” por 8, e chegamos no resultado final: 8!/8, ou seja, 7!.

IDEIA 2. Fizamos uma pessoa como “determinante” da configuragdo; a idéia sendo
que para comparar duas configuragdes nés vamos comegar com o determinante, e depois
comparar em ordem fixa o resto da configuracéo (por exemplo indo cada vez de uma
pessoa para quem ta no lado direito dela). Assim, para cada permutacio total das 7
outras pessoas, temos uma permutagido circular das 8 e vice-versa, ou seja, a resposta
final é 7!.

P2 — P
b3 b1 2 P2
/ \ / \
P4 Po Ps D1
\ / \ /
V4 b7 DPe Po
~ Pe — ~ D7 —

Uma configuracio do 5.11 representada em dois jeitos diferentes no papel.

Generalizando concluimos que:

5.12. Proposigao. As configuragées circulares diferentes de n objetos, n > 0 sdo

(n—1)L.

EXERCICIO x5.3.
O que mudara na contagem do Exemplo 5.11, se cada dancador pode olhar ou para o
interior ou para o exterior do circulo? (x5.3H12)

EXERCICIO x5.4.
O que mudara na contagem do Exemplo 5.11, se temos 4 mulheres e 4 homens e as regras
da danga mandam alternar os sexos na configuracao? (x54T12)
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EXERCICIO x5.5.
Temos 8 micangas diferentes, e queremos por todas numa corrente para criar uma pul-
seira. Quantas maneiras diferentes temos para o criar? (x55H12)

§121. Juntos ou separados

EXEMPLO 5.13.

Suponha que 8 pessoas A, B,C,D, E,F,G, H querem sentar num bar mas C' e D querem
sentar juntos. De quantas maneiras isso pode acontecer?

RESOLUCAO. Vamos imaginar que C e D sdo uma pessoa, chamada CD. Nos pergun-
tamos de quantas maneiras as 7 pessoas A, B,CD, E,F,G,H podem sentar numa mesa
de bar com 7 banquinhos. A resposta é os permutacoes totais de tamanho 7, ou seja,
7!. Mas para cada configuracdo desse problema, correspondem duas configuracdes do
problema original, porque os C e D podem sentar em duas ordens diferentes juntos. A
resposta final: 7!- 2.

EXERCICIO x5.6.
Suponha que 8 pessoas A, B,C, D, E, F,G, H querem jantar numa mesa de bar. Em quan-
tas configuracoes diferentes eles podem sentar se...:

(1) os C e D e E querem sentar juntos;
(2) os F e G ndo podem sentar juntos;
(3) as duas restricgoes (1) e (2).

(x5.6H1)
Generalizando:

5.14. Proposigao. O niimero das permutagdes totais de m objetos distintos com a
restriccao que certos ¢ deles tem que estar consecutivos é

(m—c+1)!ch

§122. Permutacoes de objetos nao todos distintos

? Q5.15. Questao. De quantas maneiras podemos permutar n objetos se eles ndo sédo
todos distintos?

EXEMPLO 5.16.
Conte todas as palavras feitas por permutagoes das 12 letras da palavra

PESSIMISSIMO.

RESOLUGAO. Vamos contar em dois jeitos diferentes:
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IDEIA 1: Construimos cada palavra possivel “em passos”, usando o principio da multpli-
cacao para achar o namero total.

Comecamos com 12 espagos:

escolhemos onde colocar o P: P tivemos C(12,1) opgdes;
depoisoE: P E tivemos C(11,1) opgoes;
depois os 4 S: ~_8S SS P _E _ tivemos C(10,4) opgdes;

depois os 3 I: _ISSISSIP_E_ tivemos C(6,3) opcdes;

depois os 2 M: MISSISSIP_EM tivemos C(3,2) opcoes;

e finalmente o O: MISSISSIPOEM tivemos C(1,1) opgao.

Pelo principio da multiplicacéo, a resposta é o produto

121 1t 1t 61 31 U
11111 10111 614! 313! 1121 01!

C(12,1)C(11,1) C(10,4) C(6,3) C(3,2) C(1,1) =
e — e — N —— —

p E 48 31 2M 0
12! 12!

BT E R EIR

IDEIA 2: Contamos as maneiras como se todas as letras fossem distintas, por exemplo
marcando cada letra com indices:

Py E; Sy So Iy My Ip S Sy I3 M, 0.

Sabemos que sao 12! e que assim temos hipercontado para nosso problema. Por exemplo,
a palavra MISSISSIPOEM corresponde em vérias palavras do problema novo; escrevemos
trés delas aqui como exemplos:

My Iy Sy S3 I3 83 84 I3 Py 07 Ef My

My Iy 81 82 Ip 8384 I3 Py 07 Ex My
MISSISSIPOEM ~ My T, S; S3 I Sy Sy Is Py 0y Ey My ...quantas?

Mas é facil calcular quanto hipercontamos: cada palavra do problema original corres-
ponde em exatamente tantas palavras quantas as maneiras de permutar cada grupo de
letras “subindicadas” entre si, ou seja:

-1 .4 . 3.2 1!
B N A
E S I M 0
maneiras. Para responder entéo, basta dividir o ntimero da “hipercontagem” por esse:
12!
413121

Pronto.

EXERCICIO x5.7.

Escolhendo outra ordem de colocar as letras na IDEIA 1 do Problema I15.12 nossas op-
¢oes em cada passo seriam diferentes. Explique porque podemos usar o principio da
multiplicacdo mesmo assim.
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§123. Ntumero de subconjuntos

? Q5.17. Questao. Quantos subconjuntos dum conjunto finito existem?

5.18. Idéia 1. Comegamos com um exemplo de um conjunto A de tamanho 6:
A={a,b,c,d,e, f}.
Uns subconjuntos de A sdo os:

{a’ d’ e} ? 07 {a’} ? {b’ c7 6, f} ? A7 {f} ?

Queremos contar todos os subconjuntos de A. Vamos traduzir o problema de contar os
subconjuntos do A para um problema que envolve n-tuplas de dois simbolos “0” e “17,
“sim” e “ndo”, “e” e “¢”, etc. (Obviamente quais sdo esses simbolos nao afeita nada; o
que importa é que sdo dois simbolos distintos.) Podemos associar agora cada dessas
tuplas (ou strings) de tamanho n para um subconjunto de A, e vice-versa, chegando
numa correspondéncia entre as duas colecgdes de objetos. Naturalmente associamos,

por exemplo,

a b ¢ d e f

1 00 1 1 0 {a,d, e}

0000 00 0

1 00 00 O {a}

01 1 0 1 1 o {b,c.e, f}

1111 1 1 A

000 0 0 1 {f}
%.,_/

Strings de tamanho 6 do alfabeto {0,1} Subconjuntos de 4

e verificamos que realmente cada configuracdo do problema original de subconjuntos
corresponde exatamente numa configuragdo do problema novo dos strings e vice-versa.

O que ganhamos? Sabemos como contar todos esses strings: sdo 2. Concluimos que
os subconjuntos do A sdo 26 também.

Generalizando essa idéia chegamos no resultado:

5.19. Proposicao. Seja A conjunto finito.

[pA| = 2141,

5.20. Idéia 2. Um outro jeito para contar todos os subconjuntos dum dado conjunto
A, seria os separar em grupos baseados no seu tamanho. Assim, percebos que esses sub-
conjuntos sao naturalmente divididos em n+ 1 colecgdes: subconjuntos com 0 elementos,
com 1 elemento, ..., com n elementos.

O que ganhamos? Sabemos como contar os elementos de cada uma dessas colecgdes:
para formar um subconjunto de tamanho r, precisamos escolher r dos n elementos, ou
seja, existem C(n,r) subconjuntos de tamanho r. Agora, pelo principio da adi¢do basta
apenas somar: sao y ., C(n,i).
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Qual o problema? Comparando essa solugio com a do item 5.18, aqui temos a dificul-
dade de realmente calcular todos os n nimeros C(n,:) para os somar. O Exercicio x5.8
mostre que na verdade, ndo é nada dificil calcular o somatoério diretamente sem nem
calcular nenhum dos seus termos separadamente!

5.21. Proposicao. Seja A conjunto finito.

lpAl = C(n,i), onde n = |A.
i=0

Combinando as duas proposi¢des chegamos num resultado interessante:

5.22. Corolario. Para todon € N,

EXERCICIO x5.8.
Esqueca o corolario e demonstre que:

g(?>:<3)+(7)+(”)+-..+(z> .

\V]

(x5.8H1234)

§124. O triangulo de Pascal

5.23. As primeiras poténcias do binomial. Calculamos:

(x+y)°=1

( ) =1z + 1y

( )2 = 1% + 22y + 192

( )3 =123 + 322y + 322 + 19°

(z +y)?* = 12t + 423y + 62%9° + 4ay® + 19

( )% = 12° + 5ty + 1023y? + 102%y® + 5xy* + 1y°

( )8 = 125 + 62°y + 152 y? + 2023y® + 1522y* + 62y + 138

( V' =127 + 728y + 212592 + 3523 + 3523yt + 212295 4 TayS + 197

( )8 =128 + 827y + 2825y? + 562°y® + T0xty* + 5623y + 28225 + Sxy” + 135,
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5.24. O tridngulo de Pascal. Tomando os coeficientes acima criamos o triangulo se-
guinte, conhecido como tridngulo de Pascal:

1

11

1 2 1

13 3 1

1 4 6 4 1

1 5 1010 5 1

1 6 1520 15 6 1

1 7 213 321 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Observando o tridngulo, percebemos que com umas exce¢des—quais?’—cada ntumero é
igual & soma de dois ntumeros na linha em cima: aquele que fica na mesma posicéo, e
aquele que fica na posi¢io anterior. (Consideramos os “espagos” no tridngulo como se
fossem 0’s.)

EXERCICIO x5.9.
Escreva essa relacdo formalmente. (x5.9H1)

©5.25. Teorema. Para todos inteiros positivos n e r temos:
Cn,r)=C(n—1,r)+C(n—1,r —1).

EsBogo. Lembramos que C(n,r) é o nimero das maneiras que podemos escolher r
de n objetos. Fixe um dos n objetos e o denote por s, para agir como “separador de
maneiras”: separamos as maneiras de escolher em dois: aquelas que escolhem (entre
outros) o s e aquelas que ndao o escolnem. Contamos cada colecgao separadamente e
somamos (principio da adi¢do) para achar o resultado:

Cn,r)=C(n—-1,r)+C(n—-1,r—1).

escolhas sem s escolhas com s

EXERCICIO x5.10.
Demonstre o Teorema 05.25 para todos os n,r € N com 0 < r < n, usando como defini¢ao
do simbolo C(n,r) a

n!
C(n,r) = I

(x5.10H1)

EXERCICIO x5.11.
Redefina o simbolo C(n,r) para todo n,r € N recursivamente com

C(0,0)=1
Cc(0,7r)=0
Cn,r)=C(n—1,r)+C(n—1,r — 1),
!
e demonstre que para todo n,r € N, C(n,r) = _n (x5.11H1)

(n—r)r!’
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5.26. Observagao (Axiomas mais fortes do que precisamos). Para cada inteiro
positivo, quantas vezes aparece no tridngulo de Pascal? E imediato que o 1 aparece uma
infinidade de vezes. Além disso, qualquer inteiro z > 1 s6 pode aparecer nas primeiras z
linhas do triAngulo—e de fato aparece pelo menos uma vez na propria z-ésima linha—algo
que garanta também que nenhum outro inteiro pode aparecer uma infinidade de vezes.
Até o momento que esta pardgrafo foi escrita, o nimero com a maioria de ocorréncias
que conhecemos é o 3003, que ocorre 8 vezes:

3003 78 15 14 14 15 78 3003
= ()= (2) = (5) - () - () - (o) - (o) - (5°)
Para qualquer z > 0, denote por m(z) a quantidade de vezes que x aparece no triangulo
de Pascal até a z-ésima linha; assim

e, visto como uma seqiiéncia (m,),, seus primeiros valores sao*®
(mz), =3,1,2,2,2,3,2,2,2,4,2,2,2,2,4,2,2,2,2,3,4,2,2,2,...

Singmaster conjecturou que existe uma cota superior para o conjunto dos seus valores
{ms}, e até este momento continua aberta. Sabemos apenas que 1,2,3,4,6,8 € {m,},.

75.27. Conjectura (Singmaster). A (m,), é cotada por cima, ou seja:

(3b > 0)[{ma}, < 0], ou seja, (3b > 0)(Vz > 0)[m, < b].

§125. Contando recursivamente

EXERCICIO x5.12.
Defina uma fungéo f: N — N que conta as seqiiéncias feitas por os niimeros 2 e 3 com
soma sua entrada. Quantas seqiiéncias de 2’s e 3’s existem cujos termos somam em 177 (w.1211234)

EXERCICIO x5.13.

Defina uma funcio g : N — N que conta as seqiiéncias feitas por os nimeros 2 e 3 com

soma sua entrada, em quais aparecem os dois nimeros (2 e 3). Quantas seqiiéncias de

2’s e 3’s existem cujos termos somam em 187 (x5.1311234)

EXERCICIO x5.14 (Dirigindo na cidade infinita (sem destino)).

No “meio” duma “cidade infinita”, tem um motorista no seu carro. Seu carro té parado
numa interseccdo onde tem 3 opgdes: virar esquerda; dirigir reto; virar direita. No seu
deposito tem a unidades de combustivel, e sempre gasta 1 para dirigir até a préxima
interseccdo. De quantas maneiras diferentes ele pode dirigir até seu combustivel acabar?
(Veja na figura, dois caminhos possiveis com a = 12.)

45 A no(ta)gao de seqiiéncias ¢ introduzida pela Definicio D6.35.
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Caminhos possiveis para os exercicios x5.14 e x5.16 respectivamente.

(x5.14H12)

» EXERCICIO x5.15 (Dirigindo na montanha infinita).
No “meio” duma montanha de altura infinita, tem um motorista no seu carro. Seu carro
t4 parado numa intersec¢do onde tem 4 opgdes: dirigir subindo (gasta 4 unidades de
combutivel); dirigir descendo (gasta 1); dirigir na mesma altura clockwise (gasta 2);
dirigir na mesma altura counter-clockwise (gasta 2). No seu deposito tem a unidades de
combistivel. De quantas maneiras diferentes ele pode dirigir até seu combustivel acabar? (xs.15m123)

» EXERCICIO x5.16 (Dirigindo na cidade infinita (com destino)).
No “meio” duma “cidade infinita”, tem um motorista no seu carro. Seu carro ta parado
numa interseccdo onde tem 4 opgoes: dirigir na direcdo do norte; do leste; do sul; do
oeste. No seu deposito tem ¢ unidades de combustivel e sempre gasta 1 para dirigir até
a proxima intersec¢do. De quantas maneiras diferentes ele pode dirigir até chegar no
seu destino, que fica numa distancia y unidades para norte e x para leste? Considere
que nameros negativos representam descolamento para a diregao oposta. (Veja na figura
onde o carro C tem destino D, ou seja, seu descolamento desejado é de z = —2, y = 2.) (wi6m123)

§126. Solucdes de equagdes em inteiros

§127. Combinagdes com repeticoes

§128. O principio da inclusdo—exclusao

» EXERCICIO x5.17.
42 passangeiros estdo viajando num avido.

e 11 deles ndo comem beef.
e 10 deles ndo comem peixe.
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12 deles ndo comem frango.

Os passangeiros que ndo comem nem beef nem frango séo 6.

O numero de passangeiros que ndo comem nem beef nem peixe, € 0 mesmo com o
nimero de passangeiros que ndo comem nem peixe nem frango.

Os passangeiros que ndo comem nada disso séo 3.

Os passangeiros que comem tudo sao 22.

Quantos sdo os passangeiros que ndo comem nem beef nem peixe? (x5.17HO)

§129. Probabilidade elementar

» EXERCICIO x5.18 (Roleta russa).
(N&o tente isso em casa; vai acordar os vizinhos.) No jogo da roleta russa, uma tnica
bala é posicionada num revolver de 6 balas e logo apds o moinho é girado com forca
em tal forma que a posicdo da bala é desconhecida e “justa”’, ou seja, cada posicdo é
igualmente provavel de ter a bala. A partir disso, o jogador 1 pega a arma e atira na sua
propria cabeca. Caso que sobreviveu, o jogador 2 faz a mesma coisa, e o jogo continua
assim alterando esse processo até um jogador acaba se matando. Logo, a duragéo desse
jogo é de 1 a 6 rodadas. Supondo que ambos os jogadores querem viver, algum dos dois
tem vantagem? (x5.18H0)

» EXERCICIO x5.19.
O que muda se os jogadores giram o moinho do revolver antes de cada rodada e n&o
apenas no comego do jogo? (x5.19H0)

§130. Desarranjos

§131. O principio da casa dos pombos

§132. Funcgoes geradoras e relagoes de recorréncia

Problemas

» PROBLEMA II5.1.
Uma turma de 28 alunos tem 12 mulheres e 16 homens.

(a) De quantas maneiras podemos escolher 5 desses alunos, para formar um time de
basquete? (Considere que as posi¢des de basquete ndo importam).
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(b) De quantas maneiras podemos escolher 6 desses alunos, para formar um time de
volei, tal que o time tem pelo menos 4 homens? (Considere que as posigoes de volei
nao importam).

(¢) De quantas maneiras podemos escolher 11 desses alunos, para formar um time de
futebol, tal que o time tem exatamente 3 mulheres, e um homem goleiro? (Consi-
dere que a unica posigao de futebol que importa é do goleiro.)

(d) De quantas maneiras podemos escolher 3 times, um para cada esporte, sem restric-
¢do de sexo?

(I15.1H0)

» PROBLEMA II5.2.

Uma noite, depois do treino 3 times (uma de basquete, uma de volei, e uma de futebol),
foram beber num bar que foi reservado para eles. Como os jogadores de cada time
querem sentar juntos, o dono arrumou duas mesas ciclicas, uma com 5 e outra com 6
cadeiras, e 11 cadeiras no bar.

De quantas maneiras diferentes eles podem sentar? (Considere que nas mesas ciclicas
0 que importa é apenas quem ta no lado de quem, mas no bar o que importa é a posicéo
da cadeira mesmo.) (15.2H0)

» PROBLEMA IT5.3.
Considere os inteiros 1,2,...,30. Quantas das suas 30! permutagdes totais tém a propri-
edade que nfo aparecem multiplos de 3 consecutivamente? (I53H123)

» PROBLEMA II5.4.
Numa turma de 28 alunos precisamos formar duas comissdes de 5 e 6 membros. Cada
comicdo tem seu presidente, seu vice-presidente, e seus membros normais. De quantas
maneiras podemos formar essas comissoes. . .

(a) ...sem restricgdes (cada um aluno pode participar nas duas comissdes simultane-
amente)?

(b) ...se nenhum aluno pode participar simultaneamente nas duas comissoes?

(c) ...se os dois (tnicos) irmaos entre os alunos ndo podem participar na mesma

comissdo, e cada aluno pode participar simultaneamente nas duas?

(I15.4H0)

» PROBLEMA II5.5.
Do alfabeto {a,b, c} desejamos formar strings de tamanho ¢ onde néo aparece o substring
ab. Em quantas maneiras podemos fazer isso? (TI5.5H0)

» PROBLEMA TII5.6.
Conte em quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de dimens&o 2 x n com pecas-
dominé (ou seja, pegas de dimensao 2 x 1). (I5.6H12)

» PROBLEMA II5.7.
Na figura abaixo temos um mapa (as linhas correspondem em ruas). Nikos quer caminhar
do ponto A para o ponto B, o mais rdpido possivel.

(1) De quantas maneiras ele pode chegar?
(2) Se ele precisa passar pelo ponto S?
(3) Se ele precisa passar pelo ponto S mas quer evitar o ponto N?
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B B

A A

Um caminho aceitavel e um inaceitavel no caso (3) do Problema I15.7.

» PROBLEMA II5.8.
Num jogo de lotéria, tem os ntimeros de 1 até 60:

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

Os organizadores do jogo, escolhem aleatoriamente 6 numeros deles (sem repeticoes).
Esses 6 ntimeros séo chamados “a megasena”. Um jogador marca pelo menos 6 niimeros
na sua lotéria e se conseguir ter marcados todos os 6 da megasena, ganha.(Marcando
mais que 6 ntimeros, as chances do jogador aumentam, mas o prego da lotéria aumenta
também.)

(1) Um jogador marcou 6 numeros. Qual a probabilidade que ele ganhe?

(2) Uma jogadora marcou 9 niameros. Qual a probabilidade que ela ganhe?

(3) Generalize para um jogo com N numeros, onde w deles s&o escolhidos, e com um
jogador que marcou m nimeros, sendo w < m < N.

(I15.8H0)

» PROBLEMA II5.9.
Aleco e Bego séo dois sapos. Eles estdo na frente de uma escada com 11 degraus. No 60
degrau, tem Céatia, uma cobra, com fome. Aleco pula 1 ou 2 degraus para cima. Bego,
1, 2 ou 3. E ele é toxico: se Catia comé-lo, ela morre na hora.
(1) Por enquanto, Catia estd dormindo profundamente.
a. De quantas maneiras Aleco pode subir a escada toda?
b. De quantas maneiras Bego pode subir a escada toda?
(2) Catia acordou!

a. De quantas maneiras Aleco pode subir a escada toda?
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11

10

B A 1

Os dois sapos do Problema I15.9 e suas possibilidades para comecar.

b. De quantas maneiras Bego pode subir a escada toda?
(3) Bego comegou subir a escada... Qual é a probabilidade que Céatia morra? (Consi-
dere que antes de comecar, ele ja decidiu seus saltos e nao tem percebido a existéncia
da cobra.)

(I15.9H123)

» PROBLEMA II5.10.
Temos 6 misicos disponiveis, onde cada um toca:

Alex: violdo, guitarra, baixo Daniel: guitarra
Beatriz: bateria Eduardo: piano, teclado, violao, flauto
Cynthia: saxofone, clarineto Fagner: guitarra, baixo, teclado

(Considere que uma banda precisa pelo menos um membro, todos os membros duma
banda precisam tocar pelo menos algo na banda, e que cada banda é diferenciada pelos
musicos e suas fung¢oes. Por exemplo: uma banda onde Alex toca o violdo (apenas) e
Beatriz a bateria, é diferente duma banda onde Alex toca o violao e a guitarra, e Beatriz
a bateria, mesmo que seus membros sio 0s mesmos.

(1) Quantas bandas diferentes podemos formar?

(2) Quantas bandas diferentes podemos formar com a restric¢io que nenhum misico
tocard mais que um instrumento na banda (mesmo se em geral sabe tocar mais)?

(3) Quantas bandas diferentes podemos formar onde todos os musicos fazem parte da
banda?

(I15.10HO0)

» PROBLEMA II5.11.
De quantas maneiras podemos escrever um string ternario (usando o alfabeto {0,1,2})
de tamanho 7, tais que ndo aparece neles o substring 00.
Por exemplo:

0112220 é um string aceitavel;
2001000 nao é.
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(I15.11H123)

PROBLEMA II5.12.
Contar todas as palavras feitas por permutacgdes das 12 letras da palavra

PESSIMISSIMO

onde. ..

(1) a palavra comeca com P;

(2) todos os I aparecem juntos;

(3) os M aparecem separados;

(4) nenhum dos S aparece ao lado de outro S.

PROBLEMA I15.13.
De quantas maneiras podemos escrever um string usando o alfabeto de 26 letras
A,B.C,...,X.Y,Z,
tais que as vogais aparecem na ordem estrita alfabética, e as consoantes na ordem oposta?
(As vogais sendo as letras A, E, I, 0, U, Y.) Por exemplo:
TEDUCY é um string aceitavel;
DETUCY  ndo é (D # T);
TEDUCA  ndo é (U £ A).
.. se os strings sdo de tamanho 26 e os vogais aparecem todos juntos;
.. se os strings sdo de tamanho 12 e aparecem todos os vogais;

.. se os strings sdo de tamanho 3;
..se os strings sdo de tamanho ¢, com 0 < ¢ < 26.

Py

=~ W N =
SN N e

(I15.13H0)

PROBLEMA II5.14.
Numa roleta dum cassino tem “pockets” (ou “casas”) numerados com:

00,0,1,2,...,36

e cada um deles é suficientemente profundo para caber até 8 bolinhas. O crupié joga 8
bolinas na roleta no mesmo tempo. De quantas maneiras elas podem cair nos pockets
se. ..

(i) ...as bolinhas s&o distintas e ndo importa sua ordem dentro um pocket.

(ii) ...as bolinhas sado todas iguais.

(I15.14H0)

PROBLEMA I15.15.
De quantas maneiras podemos escrever um string usando letras do alfabeto {A,B,C,D},
tais que cada letra € usada exatamente duas vezes mas ndo aparece consecutivamente no
string? Por exemplo:

ABADCDBC é um string aceitavel,

ABACDDBC nao é.

(I15.15H12)
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» PROBLEMA II5.16.
De quantas maneiras podemos escrever um string binario (usando o alfabeto {0,1}) de
tamanho 12, tais que:

(i) os 0’s aparecem apenas em grupos maximais de tamanho par;
(ii) os 1’s aparecem apenas em grupos maximais de tamanho impar.

Por exemplo:

000000111001 é um string aceitével;
100110010001 nao é.

(I15.16 H12)

» PROBLEMA II5.17.
Xyzzy o Mago Bravo decidiu matar todos os lemmings que ele guarda no seu quintal.
Seus feiticos sdo os:

e “magic missile”, que mata 2 lemmings simultaneamente, e gasta 1 ponto “mana’”;
e “fireball”, que mata 3 lemmings simultaneamente, e gasta 2 pontos mana.

Além dos feitigos, Xyzzy pode usar seu bastdo para matar os lemmings (que néao custa
nada, e mata 1 lemming com cada batida).

Suponha que o mago nunca langara um feitico que mataria mais lemmings do que
tem (ou seu quintal vai se queimar). Ele tem m pontos mana e existem n lemmings no
seu quintal. Em quantas maneiras diferentes ele pode destruir todos os lemmings se. . .

(i) os lemmings sdo indistinguiveis?
(ii) os lemmings sdo distinguiveis?
(iii) os lemmings s@o distinguiveis e cada vez que Xyzzy mata um usando seu bastéo,
ele ganha um ponto de mana?

(Para os casos que os lemmings sdo distinguiveis, o mago escolhe também quais dos
lemmings ele matara cada vez.) (I5.17H12)

Notas histoéricas

Pascal néo foi o primeiro de estudar o “tridngulo aritmético”, cuja existéncia e sua relacio
com o teorema binomial j4 eram conhecidas desde uns séculos antes do seu nascimento.
Mesmo assim, seu estudo “Traité du triangle arithmétique, avec quelques autres petits
traitez sur la mesme matiére”, publicado no ano 1654 (depois da sua morte) popularizou
o tridngulo e suas diversas aplicagoes e propriedades ([Pas65]).

Leitura complementar

Veja o [Niv65].



CAPITULO 6

OS REAIS
limpar, terminar, organizar

Os reais formam um corpo ordenado completo. Neste capitulo vamos estudar o que isso significa
e investigar umas conseqiiéncias dos axiomas dos reais. Além disso, vamos definir e estudar os
conceitos fundamentais de limites e séries.

§133. Construindo os racionais

| TODO_[EZRe

» EXERCICIO x6.1.
O que acontece se relaxar a restric¢io nos exponentes ainda mais?: a; € Z.46 (x6.1HO)

§134. De volta pra Grécia antiga: racionais e irracionais

6.1. O /2 nao é racional.

BNOIDION FEscrever

6.2. Mas o /2 com certeza é um numero.

BNOIDION Escrever

6.3. Numeros irracionais.

BNOIDION [Escrever

6.4. O /3 é irracional.

BNOIDION [Escrever

6.5. Um lemma.

BNOIDION [Escrever

6.6. O que acontece com 44 e /5.
AROIPION Escrever

46 Fssa pergunta é para o leitor que ja viu algo que ndo encontramos ainda aqui.
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6.7. Um teorema de generalizagao.
Escrever

6.8. Mais niimeros irracionais.
Escrever

6.9. Niumeros algébricos e transcendentais.
Escrever

§135. A reta real

Escrever

§136. Primeiros passos

S6.10. Especificacao (Os reais (1/ 3)) Usamos Real para denotar um tipo cujos
membros chamamos de (nameros) reais e onde temos os seguintes componentes pri-
mitivos:

(+), (+) : Real x Real — Real 0,1 : Real (=) : Real — Real.

Estipulamos as proposigoes seguintes como axiomas:

(RA-Ass)  (Va,b,c)[a+ (b+c)=(a+b)+c]

(RA-Id) (Va)[0+a=a=a+0]

(RA-Com) (Va,b)[a+b=b+a]

(RA-Inv) (Va)[(—a)+a=0=a+ (—a)]
(RM-Ass)  (Va,b,c)[a-(b-c)=(a-b) c]

(RM-Id) (Va)|la-1=a]

(RM-Com)  (Va,b)[a-b=1b"a]

(RM-Inv*) (Va)[a# 0 = (Fd')[d'-a=1=a-d']]

(R-Dist)  (Vd,a,b)[(a+b)-d=(a-d)+(b-d) & d-(a+b)=(d-a)+(d-b)]

(R-NZero) 0+# 1.

6.11. Observacao (Axiomas mais fortes do que precisamos). Observe que tanto
sobre as identidades quanto sobre os inversos, optamos para incluir nos axiomas “ambos
os lados”. Compare isso com os axiomas que tivemos sobre os inteiros, onde demonstra-
mos como teorema que 0 é uma (+)-identidade-L, e as demais versdes esquerdas (Exerci-
cio x3.1). A demonstragéo foi simplissima, gracas as comutatividades das operagoes, que
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aqui também temos. Ou seja, a gente poderia ter escolhido uma abordagem parecida
aqui, mas néo é sempre tao importante se obsecar economizando nos axiomas. Listados
na maneira que tenho acima, tem uma outra vantagem: nao passam uma informacao
falsa sobre nossa pretencio, e, além disso, seria mais facil se perguntar «o que acon-
tece se apagar comutatividade de tal lista?», sem precisar nos preocupar para adicionar
explicitamente as identidades e inversos esquerdos.

6.12. Consideragdes sintacticas. Atribuimos as mesmas associatividades sintdcticas
e as mesmas precedéncias sintacticas nas operagoes (+) e () que atribuimos no Capitulo 3
(Nota 3.4, Nota 3.5, Nota 3.6). Similarmente usamos as abreviagoes

2 : Real 3 : Real 4 : Real

def def def

2=1+1 3=2+1 4=3+1

como fizemos no Nota 3.8.

D6.13. Definicao (Agucar sintactico: subtragao). Como nos inteiros (Nota 3.7),
definimos a operacdo bindria

(=) : Real x Real — Real
de subtracgéo pela
a—bEa+(-b).

4

Novamente o simbolo ‘—’ t4 sendo sobrecarregado mas o contexto sempre deixa claro

qual das
(—_) : Real — Real (_—_) : Real x Real — Real

esta sendo usada.

EXERCICIO x6.2 (Unicidade da identidade aditiva).
Existe tnico 2 tal que para todo z, z+zx =2 =z + 2. (x6.2H0)

EXERCICIO x6.3 (Unicidade dos inversos aditivos).
Para todo z, existe tnico 2’ tal que 2’ + 2 =0=2x + 2’ (x6.3H0)

EXERCICIO x6.4 (Unicidade de resolugoes).
Para quaisquer a, b, existe Gnico = tal que a +x = b e existe tinico y tal que y +a =b.  (x6.4m0)

EXERCICIO x6.5 (Negacdo de negagio).
Para todo z, —(—z) = =. (x65H0)

EXERCICIO x6.6 (Negacao de soma).
Para quaisquer a,b, temos —(a —b)=b—ae —(a+b) = —a—b. (x6.6H0)
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EXERCICIO x6.7 (Lei de cancelamento aditivo).
Temos:

(RA-Can) (Va,b,0)[(c+a=c+b = a=b) & (a+c=b+c = a=0b)].

(x6.7HO)

EXERCICIO x6.8 (Anulador).
Demonstre que 0 é um (-)-anulador:

(R-Ann) (Va)[0-a=0=a-0].

(x6.8H0)

EXERCICIO x6.9.
Demonstre que 0 ndo possui (-)-inverso. (x6.9H0)

EXERCICIO x6.10.
Para todo a real, —a = (—1)a. (x6.10H0)

EXERCICIO x6.11.
(Va,b)[(—a)b: —(ab) = a(—b)]. (x6.11H0)

EXERCICIO x6.12.
Para quaisquer a,b, (—a)(—b) = ab. (x6.12H0)

EXERCICIO x6.13 (Unicidade da identidade multiplicativa).
Existe tnico u tal que para todo x, ur = x = zu. (x6.1310)

EXERCICIO x6.14 (Unicidade dos inversos multiplicativos).
Para todo = # 0, existe tinico 2’ tal que 2’z =1 = z2'. (x6.14H0)

1

D6.14. Notagao (Inverso multiplicativo). Seja a # 0. Denotamos por a=! o seu
(-)-inverso, ou seja, o tnico real a’ tal que d’'a =1 = ad’.
EXERCICIO x6.15 (Lei de cancelamento multiplicativo).
Temos:
(R-Can) (Ve,a,b0)[c#0 = (ca=cb = a=0b) & (ac=bc = a=0b)].
(x6.15H0)
EXERCICIO x6.16 (Inverso de inverso).
Para todo z # 0, (313‘1)_1 =z (x6.16H0)

EXERCICIO x6.17 (Inverso de produto).
Para quaisquer a,b # 0, (ab)~' =a~ b~ (x6.17H0)
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EXERCICIO x6.18 (R-NZD).
(Va,b)[ab=0 = a=0 ou b=0]. (x6.18H0)

D6.15. Defini¢ao (Agucar sintactico: fracgao). Dados a,b com b # 0, escrevemos
a/bou  como agucar sintactico para o produto a-b~'. Note que as notagdes 1/b e } séo
casos especiais disso.

EXERCICIO x6.19 (Produto de fracgdes).
Para quaisquer a,b,c,d com b,d # 0, temos:

a ¢ _a-c
b d b-d
(x6.19H0)
EXERCICIO x6.20 (Soma de fracgdes).
Para quaisquer a,b,c,d com b,d # 0, temos:
a ¢ a-d+b-c
—_—t =
b d b-d
(x6.20HO0)
EXERCICIO x6.21 (Fracgdo de fragdes).
Para quaisquer a,b,c,d com b, c,d # 0, temos:
¢ ad
< be

(x6.21HO0)

D6.16. Definicao (Poténcias naturais). J4 que agora possuimos mesmo o tipo Nat,
podemos definir mesmo as poténcias naturais de qualquer real z, recursivamente, como
uma operagéo de tipo:

(") : Real — Nat — Real

definida pelas

def
22 =1
def
2T E g g

Como acabemos de fazer aqui, denotamos a aplica¢io da () nos argumentos a,b por a®.

EXERCICIO x6.22.

Uma alternativa para definir as poténcias naturais dum real r seria a seguinte:
def

=1
def
"L E g g
Demonstre que essas duas defini¢bes sdo equivalentes. Mas cuidado! Duas defini¢des
alternativas usando a mesma notacao nao ajuda em demonstrar que sio equivalentes.
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Tu vai acabar escrevendo que precisa demonstrar que z" = z", parecendo algo trivial
(por reflexividade), s6 que nao é o caso, pois num lado o z" é para seguir uma definigao,
e no outro outra! Por isso precisamos alterar a notagdo da defini¢ao alternativa. Sugiro
assim:

def

=1
def
S g
Agora sim, o que precisas demonstrar é facil de escrever:
(Vz : Real)(¥n : Nat)[ "z = 2™ ].

EXERCICIO x6.23.
Sejam a real e n,m naturais. Logo:

6.17. Observacao (Poténcias integrais: qual defini¢cdo escolher?). Tendo o tipo
dos inteiros Int gostariamos de estender as poténcias dum real z para permitir expoentes
inteiros. Parece que temos dois significados razoaveis para atribuir ao x=":

o < (z71)" (o inverso de z, elevado ao natural n)
"=

(z*)~! (o inverso de z")
Felizmente as duas alternativas sdo equivalentes, e logo ndo importa tanto qual das

duas vamos escolher. Demonstraras isso agora no Exercicio x6.24, e logo depois (Defini-
¢ao D6.18) eu vou escolher uma para ser a definigho mesmo.

EXERCICIO x6.24.
Demonstre que as duas interpretagoes da Observacao 6.17 sdo equivalentes.

D6.18. Definicao (Poténcias integrais). Definimos
g (z™)~h

EXERCICIO x6.25.
Observando os valores de:

1 1

1+-=2—-

+ 2 2

1 1 1

l+-4-=2—-

+ 2 + 4 4

1 1 1 1

l+-4+-4-=2—=

+ 2 + 1 + 3 g

adivinhe uma férmula geral para o somatorio
1 1 1
4o -y — =7

ot o

e demonstre que ela é valida para todo n € N.

(x6.22H0)

(x6.23H0)

(x6.24H0)

(x6.25H0)
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§137. Subconjuntos notaveis e inaceitaveis

D6.19. Definigdo. Definimos os subconjuntos de reais seguintes:

os reais naturais: Ry & {0,1,2,3,...}

os reais inteiros: Ry € RyU{-n | ne€Ry}

def

os reais racionais: Rg = {m/n | meRz,ne Ry, }

. . . def 4 . P . . . .
os reais algébricos: Ry = {x | z é raiz dum polinémio com coeficientes inteiros } .

Definimos também os reais irracionais R \ Rg e os reais transcendentais R\ Ry. Quando

pelo contexto é inferivel que estamos referindo a um conjunto de reais, é conveniente
abusar a notacao e escrever N, Z,Q, A em vez de Ry, Rz, Ry, Ra, respectivamente.

6.20. Cuidado (Um mal-entendido comum). E comum ouvir e ler a seguinte bo-
bagem matemaética:
NCZCQCRCC

e outras bizarrices similares. Tais inclusées de conjuntos néo fazem sentido. Todos os
nimeros seguintes sdo pronunciados do mesmo jeito, «zero», e denotados pelo mesmo
sfmbolo, ‘0’

0: Nat 0:Int 0: Rat 0 : Real 0 : Complex.

Mas seria errado pensar que se trata do mesmo objeto, ja4 que sdo objetos de tipos
diferentes e logo sequer faz sentido formular a pergunta se sdo iguais! Por outro lado,
no conjunto Z de inteiros existe um subconjunto dele que serve como representacdo do
conjunto dos naturais, e que chamamos de inteiros naturais:

def

Zyn={z€Z | x>0}.

E agora sim temos Zy C Z. Similarmente, dentro do conjunto dos racionais, encontramos
um subconjunto para representar os inteiros, e logo herdamos também seu subconjunto
como representante dos naturais também:

Qv € Qz C Q.

E nos reais temos
Ry C Rz C Rgp CR.

Mas sobre os
N? Z) Q? R7

o que podemos afirmar mesmo? E o que nos permite abusar a notacao e a linguagem os
tratando como se fossem subconjuntos mesmo? O que temos mesmo sdo embutimentos
que respeitam as estruturas

N—Z—Q—=R

mas para entender o que essa frase significa vamos precisar de pouca paciéncia pois
as ferramentas necessarias encontraremos nos Capitulo 9, Capitulo 11, e Capitulo 12. A
situacfo vai ser esclarecida ainda mais no Capitulo 16 onde vamos construir mesmo todos
esses conjuntos numéricos, em vez de trati-los axiomaticamente, como fazemos neste
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capitulo por exemplo sobre os reais, e no Capitulo 3 sobre os inteiros. O contexto de tal

construgao é de fundamentos sem tipos (a teoria dos conjuntos), entdo as perguntas sao
perguntaveis e mesmo assim todas vao acabar sendo refutiveis com nossas construgoes:

NZZZQLR

teremos testemunhas para cada uma dessas (¢): membros do conjunto a esquerda que
nao pertencem ao conjunto a direita.

§138. Ordem e positividade

6.21. Observagao (Axiomatizacdo alternativa). Como discutimos no Nota 3.38,
podemos optar para adicionar um predicado de positividade como noc¢éo primitiva, e
definir as relagoes binérias (<), (<), (>), (>), ou escolher uma das relacoes binarias como
primitiva e definir o resto. Nos inteiros escolhemos a primeira abordagem. Para variar,
vamos tomar a (>) como primitiva nos reais. Mas, realmente, tanto faz.

S6.22. Especificacao (Os reais (2/3)). Aumentamos a estrutura dos reais para
(R;0,1,4,—,-,>)
adicionando um predicado binério:
(>) : Real x Real — Prop.

Estipulamos os axiomas seguintes:

(RO-Trans) (Va,b,c)[a>b & b>c = a>c]
(RO-Tri) (Va,b)[e.u.d.: a>b;a=0b;b>a]
(RO-A) (Va,b,c)[a>b = a+c>b+c]
(RO-M) (Va,b,c)[a>b & ¢>0 = ac > bc].

onde lembramos que «e.u.d.» significa exatamente uma das.
D6.23. Definicao. Definimos as relagdes binarias (<), (<), (>) pelas

def def
<Yy &< y>zx T>Y &< T>youzxr=y Ty <= y >z,

e o predicado unério Pos : Real — Prop pela

Pos(x) &y oz >0

EXERCICIO x6.26.
(Va,b,e,d)[a>b & ¢>d = a+c>b+d]. (x6.26110)
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EXERCICIO x6.27.
(Va)[a >0 = —a <0]. (x6.2

HO)

=3

EXERCICIO x6.28.
(Va)la <0 = —a >0]. (x6.28H0)

EXERCICIO x6.29.
(Va,b)[a>b - a—b>0]. (x6.20H0)

EXERCICIO x6.30.
(Va,b)[a <0 & b<0 = ab>0]. (x6.30H0)

EXERCICIO x6.31.
Se a # 0 entdo a? > 0. (x6.31110)

EXERCICIO x6.32.
(Va)[0 <a<1l = 0<da®*<a<1]. (x6.32H0)

EXERCICIO x6.33.
1>0. (x6.3310)

EXERCICIO x6.34.
(Va,b)[b>0 = a+b>a]. (x6.34110)

EXERCICIO x6.35 (Tricotomia da positividade).
Para todo a, exatamente uma das: a é positivo; a = 0; —a é positivo. (x6.3510)

EXERCICIO x6.36.
O conjunto Pos é (+)-fechado. (x6.3610)

EXERCICIO x6.37.
O conjunto Pos ¢ (-)-fechado. (x637H0)

EXERCICIO x6.38.
Sea<b & c< 0 entdo ac > be. (x6.38H0)

EXERCICIO x6.39.
Se a < b entdo —a > —b. (xt

39HO0)

EXERCICIO x6.40.
Se ab > 0 entdo a,b sdao ou ambos positivos ou ambos negativos. (x6.40H0)

EXERCICIO x6.41.
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A fungao (_?) preserve e reflete a (<) no Rx:

(Va,b > 0)[(1 <b = a’< b2]; (%) preserve a (<)
(Va,bZO)[agb — a2§b2]. (2) reflete a (<)
E a mesma coisa sobre as outras ordens que temos definido até agora: (<), (>), (>). (x6.41H0)

EXERCICIO x6.42.
Para todo a,b, temos a® 4+ b2 > 0. Ainda mais: a2 +b%> =0 sse a = b = 0. (x6.42110)

EXERCICIO x6.43.
N3o existe = tal que 2 +1 = 0. (x6.43H0)

EXERCICIO x6.44.
(Va)[a>0 — a_1>0]. (X644 H0)

EXERCICIO x6.45.
(Va,b)[0<a<b == 0<b’1<a*1]. (x6.45H0)

EXERCICIO x6.46.
(Va,b)[a<b = a< 3(a+b) <b]. (x6.46H0)

EXERCICIO x6.47.
(Va)[0<a = 0<%a<a]. (x6.47H0)

EXERCICIO x6.48.
Calculando os valores de:

(o) (a)a) (oa)a)d)

adivinhe uma férmula geral para o produtoério

(- - (-3)0-5)(-2) ()

e demonstre que ela é valida para todo inteiro n > 2. (x6.48110)

EXERCICIO x6.49.
Demonstre que para todo inteiro n > 1,

IR S S I S |
1-2 2-3 3-4 nin+1) n+1

(x6.49H0)

EXERCICIO x6.50 (desigualdade Bernoulli (0)).
Demonstre usando o teorema binomial que para todo real z > 0, e todo n > 0, temos

1+2)" >1+an.

(x6.50H0)
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EXERCICIO x6.51 (desigualdade Bernoulli (1)).
Demonstre por indugéo que para todo real z > -1, e todon > 1, (1+ )" > 1+ zn. (x6.51H0)

EXERCICIO x6.52 (desigualdade Bernoulli (2)).
Demonstre por inducéo que para todo real z > —2, e todon >0, (1+z)" > 1+ an. (x6.52H1)

§139. Valor absoluto

D6.24. Definigédo. Definimos a operagao |—| : Real — Real

def {x, caso = > 0;

ol = —z, casoz <0.
EXERCICIO x6.53.
la] =0 <= a=0; Ja|]>0. (x6.53H0)
EXERCICIO x6.54.
2] <a <= —-a<z<a. (x6.54111)
EXERCICIO x6.55.
|—al =lal; |a-bl=lal-|bl; la+0b] <|a|+]b]; |a—>5]<]a|+|b|. (x6.55110)

EXERCICIO x6.56.
Sejam a, b reais. Logo:

|lal = [b]| < |a+b| < |a| + [b];
llal = [bl] < la—b| < |a| + |b].

(x6.56 H0)

EXERCICIO x6.57.
Sejam a, b, ¢ reais. Logo:
la —c| <la—0b]+|b—C¢|.

(x6.57HO)

EXERCICIO x6.58.
Sejam ¢, 7,z reais com r > 0. Logo:

|zt —c|<r <= c—r<z<c+r

(x6.58H0)
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EXERCICIO x6.59.
Sejam a : Real, z : Int.

a”®, T par;
la|* = |a®] = { a%, z impar, a > 0;
—a®, 1z fmpar, a <0.

(x6.59H0)

6.25. Observacao. Uma maneira de interpretar o valor absoluto dum real x é como
uma medida de quéo distante é o x do real 0. Ainda mais, podemos usar o valor absoluto
para falar sobre distdncias entre quaisquer dois reais. Fazemos isso na Seccao §149.

§140. Conjuntos de reais

Conjuntos e seqiiéncias mesmo, em forma geral, vamos estudar no Capitulo 8. Aqui
vamos sO usar um pouco uns conjuntos e logo depois umas seqiiéncias de reais

Set Real : Type Seq Real : Type
e uns conjuntos e umas seqiiéncias de conjuntos de reais

Set (Set Real) : Type Seq (Set Real) : Type

e, acho que pronto, parou! Nada mais profundo que isso.

6.26. Saber um conjunto de reais. O que precisamos fazer para ter o direito de dizer
que definimos um conjunto de reais A? Precisamos definir o que significa pertencer ao
conjunto A. Se, e somente se, para qualquer z real sabemos o que significa a afirmacéao
x € A, temos o direito de falar que sabemos quem é o A. E para falar que entendemos o
que significa conjunto mesmo, precisamos saber o que significa a afirmacdo A = B, para
quaisquer conjuntos A, B. Vamos lembrar isso agora:

A=B & (Vi)[z € A < z € B].

E para formar (definir) um conjunto A, o que precisamos fazer? Simplesmente definir o

que z € A significa:

f
recA &

pois saber o que z € A significa, é saber o que A significa.

6.27. Set-builder. Quando o conjunto tem uma quantidade finita de membros, pode-
mos simplesmente listar todos eles entre chaves:

def

A% (57,2}

Com essa definigdo definimos sim a proposi¢io =z € A para qualquer z real para ser a
seguinte:
r€A & r=>5oux=7o0uzx=2.
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Usamos a notacao set-builder
{zeR | o(x)}

para denotar o conjunto de todos os reais z tais que ¢(z). Dado qualquer real a, entdo,
a proposicao
ac{xzeR | p(x)}

reduz-se & proposi¢do ¢(a). Dado um conjunto de reais D, escrevemos

{reD | ¢x)}

para referir ao conjuto de todos os membros de D que, ainda mais, possuem a propriedade
. Todos os usos até agora dessa notacio usam apenas uma variavel na sua parte
esquerda, mas podemos escrever termos mais interessantes. Por exemplo

{2"+1 | neN}={2+1,2"+1,22+1,2° +1,...} = {2,3,5,9,... }.

Quando um conjunto é definido nesta forma dizemos que é indexado, aqui pelo conjunto
N. Isso significa que para solicitar membros arbitrarios deste conjunto basta solicitar
indices arbitrarios do conjunto de indices. Escrevendo «Sejam i, j € N», entdo, querendo
ou nao, temos acesso em dois membros arbitrarios do nosso conjunto: 2t +1,27 +1. O
conjunto N nesse exemplo também é chamado de gerador, visto como um fornecedor de
valores para a varidvel n que aparece na parte esquerda, para formar os membros do
conjunto mesmo. Podemos usar mais que um gerador, e quando isso acontece a idéia
é que para cada escolha de membro por cada gerador fornece um membro do nosso
conjunto. Por exemplo:

{n*+2m | neN,me{10,20} } ={0*+2-10,0°+2-20,1> +2-10,1> +2-20,... }
= {20,40,21,41,24,44,...}.

D6.28. Defini¢ao (Intervalos). Sejam a,b reais. Definimos os conjuntos de reais se-
guintes, que chamamos de intervalos:

def

(a,b)={z | a<z<b} [a,b] € {z | a<z<b}

def def

(a,b] ={z | a<z<b} [a,b)={x | a<z<b}.

Pronunciamos as parentéses de «aberto» e os colchetes de «fechado». Definimos também:

(=00, b) E{z | z<b} (a,400) E{z | a<z}
(—00, b = {x | x<b} la,+00) £ {z | a<a}.

E conveniente também definir (—oo, +00) £ R.

! 6.29. Cuidado. Néao definimos 0s —oo, +oo como objetos mateméticos aqui. Por en-
quanto fazem parte de notagéo, e com certeza ndo se trata de ntimeros reais.
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§141. Minima e maxima

D6.30. Definigdo. Definimos as fungoes:

min : Real x Real — Real max : Real x Real — Real
. df | a, se a <b; df | b, se a <b;
min(a,b) = 4 ,° = max(a,b) = { =
b, senao; a, senao.

EXERCICIO x6.60.
Sejam a,b reais. Logo

a+b—1|b—al
2

a+b+|b—al

min(a, b) = max(a,b) =

(x6.60HO0)

EXERCICIO x6.61.
Sejam a, b, c,d reais. Logo

max(a + ¢, b+ d) < max(a,b) + max(c, d).

(x6.61HO0)

EXERCICIO x6.62.
Qual a correspondente afirmacéo que podes demonstrar sobre a min? (x6.62H0)

D6.31. Definigdo. Sejam A um conjunto de reais e x um real. Dizemos que:

4 .. def
m éum minimode A < meA & m< A

4 . def
m é um maximode A <= me A & m > A.

EXERCICIO x6.63 (Unicidades de maxima e minima).
Seja A conjunto de reais. Se A possui um minimo membro m, entdo m é o tinico minimo
membro de A. Similarmente sobre os maxima. (x6.63H0)

D6.32. Notagao. Quando um conjunto A de reais possui minimo, denotamos por min A
o seu tinico membro minimo. Similarmente, quando A possui maximo, o denotamos por
max A.

EXERCICIO x6.64.
O R néo tem nem minimo, nem maximo. (x6.64H0)

EXERCICIO x6.65.
Todo conjunto finito e habitado de reais possui membro minimo e membro maximo.  (x.65H0)
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D6.33. Definicao (piso, teto). Seja a real. Associamos com a dois reais inteiros, que
chamamos de piso e teto de a e denotamos por |a] e [a] respectivamente. Suas definig¢oes:

la] Emax{z Ry | z<a} [a] Emin{ze€Ry | a<a}.

EXERCICIO x6.66.
A defini¢do Definicdo D6.33 é potencialmente perigosa. Qual o perigo? Identifique e
demonstre que nao hé tal perigo mesmo.

EXEMPLO 6.34.
Temos:

[4] =4 /2] =1 [—3/2] = -1 [0.99] = 1 [0.999...] =1
4] =4 |1/2] =0 |-3/2] = —2 10.99] =0 10.999...] =1.
As duas tdltimas colunas envolvem numerais de reais em nota¢do decimal, algo que nao

temos discutido ainda, mas encontraremos daqui a pouco, neste mesmo capitulo. Inclui
essas duas colunas aqui para o leitor que ji é acostumado com eles.

EXERCICIO x6.67.
Adivinhe os ¢...7..." e demonstre:

EXERCICIO x6.68.
Adivinhe os ‘...7..." e demonstre:

(Vz € R)(VE € Rp)[ |z + k] =...7...] (Vz € R)(VE € Rp)[[z + k] =...7...].

§142. Seqiiéncias

D6.35. Definicao (seqiiéncia). Considere que temos definido os reais
Loy L1,L2,T3,- .-

Temos entdo, para cada n € N, determinado um certo real z,. Dizemos que temos uma
seqiiéncia de reais, que denotamos por qualquer uma das

(xn)noozo (xn>n€N (xn | ne N) (xn | n > O) (xn)n7

dependendo de quanta informagao podemos deixar implicita sem haver confusdo ou am-
bigiiidade. Dizemos que o z; é o i-ésimo componente ou termo da seqiiéncia (z,),. A
pergunta primitiva que podemos fazer numa seqiiéncia é a seguinte: «qual é teu i-ésimo
componente?». Consideramos duas seqiiéncias como iguais sse concordam em todas as

posigdes, ou seja:
(@), = () <= (V0)[0 = yu].

(x6.66 H0)

(x6.67HO

(x6.68H0)
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! 6.36. Cuidado (Seqiiéncias nao sdao conjuntos). Mesmo que uma seqiiéncia tem
componentes (um para cada “posi¢io” dela) reservamos o verbo «pertencer» e o simbolo
(€) apenas para conjuntos:

(€) : Object x Set — Prop

ou, até melhor, trabalhando numa maneira mais cuidadosa com tipagens para cada tipo
a teremos um (€,):

(Ea) : a x Set a — Prop.

De qualquer forma, seria um type error escrever 1 € (z,),. Aquele tdo errado que nem
chega a ser falso. Simplesmente sem significado.

6.37. Type coercion: seqiiéncias como conjuntos. Mesmo assim, é comum ver
uma seqiiéncia aparecendo num lugar onde pelo contexto é inferivel que deveria aparecer
um conjunto. Provavelmente o que ta sendo referido nesses casos ndo é a seqiiéncia em
si mas sim o conjunto do seus termos:

(Tn) ey ~ {z, | neN}, que também denotamos por {z,},,.

EXEMPLO 6.38.
Aqui umas seqiiéncias e seus primeiros componentes:

(1/2M)° ,=1,1/2,1/4,1/8,... (3n+1), =1,4,7,10,...
Dpen=1,1L1,1,... (D)")pzs =1-11,-1,...
n+1\% 345
-1)" =-3,4,-5,6,... =2, =, =, —,...
(n( ) )1’7,23 » 5 [ ( n )n_l 7273a4a
(x2n);;o:0 = 20,%2,T4,T6, - - - (ynzr21+1)zo:1 = ylzg,ygz§,y3zf,y4z§, cee
(Gn,); = Gngs Qnyy Gy Qg - - - (ap2),, = ao,a1,a4,ag, ...
n—1 3 0
(Ha) =1,1,as,asas, ... <Zn> =6,6,6,6, ...
i=2 n>1 n=1 n=0

EXEMPLO 6.39.
Definimos a seqiiéncia de reais (b,),, pela:
def
b, =1+ 1/n.
Observe que aqui consideramos como primeiro termo da seqiiéncia o by, € néo o by. Se,
por motivos religiosos, queremos defini-la em tal forma que seu primeiro termo é o by

mesmo, basta definir pela b, £ 1+ 1/(n + 1).

EXEMPLO 6.40.
Definimos a seqiiéncia de reais (a,), recursivamente pelas:
def
ap = 0

def
n+1 =1 —ay.
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EXEMPLO 6.41.
Definimos a seqiiéncia de reais (z,), recursivamente pelas:

def
o — 0

Tnp1 2 (1/2)a, + 1.

Seus primeiros termos entao séo os:
0, 1, 1+1/2, 1+43/4, 1+7/8,
ou, igualmente,

0, 1, 2—1/2, 2—1/4, 2-1/8,

EXERCICIO x6.69.
Demonstre que a (z,,),, definida no Exemplo 6.41 é crescente, i.e.:

(V’I’L)[l‘n S Tn+1 ]

(x6.69H0)

! 6.42. Cuidado (Crescente nao implica ilimitada). Mesmo sabendo que cada termo
duma seqiiéncia é estritamente menor que o proximo, nao podemos inferir que a seqiiéncia
nao é cotada por cima: pode ser que existe um real M, tal que todos os termos dela séo
menores que M.

EXERCICIO x6.70.
Ache um tal M para essa mesma seqiiéncia do Exemplo 6.41, e demonstre que realmente
Serve. (x6.70H0)

EXERCICIO x6.71.
Agora considere a seqiiéncia (z,),, definida pelas

def
Tro = 1
def

Tnt1 = (3zp +4)/4.

Resolva sobre esta as mesmas duas questoes: ela é crescente? ela é cotada? (x6.71H0)

EXERCICIO x6.72.
Seja ¥ um real pequeno: 0 < ¥ < 1. Definimos a seqiiéncia (t,,),, pelas

to d:efo;

. 1
tng1 St + 50~ £2).

Demonstre que (t,),, é cotada por cima. (x6.72110)
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EXERCICIO x6.73.
Demonstre que a mesma seqiiéncia é crescente. (x6.73H0)

§143. Unides e intersecoes

6.43. Uniao e intersecido de colecgdes de conjuntos. Tendo uns conjuntos de reais
queremos definir a unido e a intersec¢do deles; ou seja: definir o que significa pertencer
a unido deles e o que significa pertencer a intersecdo deles. Caso que a quantidade dos
conjuntos é apenas 2, vamos dizer Aj, As, j4 conhecemos até uma notacédo para sua uniao
e sua intersecdo: A; U Az e A; N Ay respectivamente. Lembramos as suas defini¢des:

€ A U A, LN r €A ou x € Ay
r e A NA; & re A & e A

Mas se temos mais que dois conjuntos? As defini¢cbes acima n&o sdo apliciveis nesse
caso. Precisamos generaliza-las. Se temos uma quantidade finita de conjuntos para unir
ou para intersectar, até que d& para fazer aproveitando as (U) e (N)—e faremos isso
no Capitulo 8 mesmo—mas aqui ndo nos interessa, pois nédo serad suficiente considerar
colecgoes de apenas 8, 84, ou 4208 conjuntos. Freqiientemente teremos uma infinidade de
conjuntos, ou arrumada assim
Ay, Ag, As, ...

numa seqiiéncia (4,),,, ou até sem sequer ter nomes legais para esses conjuntos: considere
que temos uma colecgao (possivelmente infinita) A de conjuntos de reais. Dizemos que

N . . def <
x pertence a unido de uns conjuntos <= x pertence algum deles

< . ~ . def
x pertence & intersecdo de uns conjuntos <= z pertence a todos eles

Denotando a colecgéo de tais conjuntos por A:

z pertence & unifio dos conjuntos da A <% (BA e A)[z e A

z pertence a intersecio dos conjuntos da A << (VA e A)[z e A

E se temos nomes indexados de tais conjuntos Ag, A, As, .. .:
 pertence a unido dos Ag, Ay, As, ... <% (3ie N)[z € 4;]
x pertence a interseciio dos Ag, Ay, Ay, ... < (Vie N)[z € 4;].
Para referir & unido ou a interse¢éo de uma colecgao de conjuntos usamos os simbolos | J
e (), assim:
f oa . ~
U A ¥ a unido dos conjuntos da colecgio A
ﬂ A% a interseciio dos conjuntos da coleccio A

oo
def def o .
U A, = U A; £ a unido dos conjuntos Ay, A, Ao, ...
neN 1=0

oo
def def . ~ .
ﬂ A, = ﬂ A; = a intersecdo dos conjuntos Ag, Ay, Ao, . ...
neN i=0
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Quando é claro pelo contexto quais sao “os A,’s” que estamos unindo ou intersetando
escrevemos apenas

def o
U A, = a unido dos 4,,’s
n

def . ~
ﬂ A, = a intersecdo dos A,’s.
n

Seqiiéncias de conjuntos. Toda a notagdo e terminologia sobre seqiiéncias de reais
que elaboramos aqui aplica mutatis mutandis para seqiiéncias de conjuntos de reais.

EXERCICIO x6.74.
Seja (Ay), uma seqiiéncia de conjuntos de reais, tal que

A2 A2 2432

e tal que cada um deles possui uma infinidade de membros. Podemos concluir que sua
intersecgéo
AjNAsNAsN---

também possui uma infinidade de reais? (x6.74H0)

EXERCICIO x6.75.
E se, em vez de infinito, cada um dos A; é finito e habitado, podemos concluir que a
intersecdo também é finita e habitada? (x6.75H0)

EXERCICIO x6.76.

Para n=1,2,3,... defina os intervalos de reais

1 1 1 1

S TS )

n n n n
Calcule os conjuntos |J,, F,, e ), Gn- (x6.76H1)
EXERCICIO x6.77.
Para todo real ¢ > 0 e todo n € N, sejam os intervalos de reais

I.=1[0,14¢) Jn=10,141/n) U, = [n,+00).

Calcule os conjuntos: (i) N{IL | e>0}; (i) Moy Jn; (1ii) Mooy Un. (x6.77H0)

§144. Operacgoes e relagdes entre seqiiéncias

D6.44. Definicao (ordem pointwise). Aproveitando as ordens que ja temos nos re-
ais, as elevamos para definir correspondentes ordens entre seqiiéncias de reais, em forma
pointwise:

(an)y < (bn), <5 (Vn)[an < by,

e similarmente para as outras ordens que definimos: (<), (>), etc.
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! 6.45. Cuidado. Antes da Definicao D6.44, a expressao
(@n),, < (bn),,
seria interpretada através de type coercion como
{anh, < {ba}n
pois temos estabelecido ja o que A < B significa para conjuntos de reais A, B:
A<B & (Ma€A)a<B] & (Vae€ A)(Vbe B)[a <b].
Mas a partir da Defini¢ao D6.44 a expressédo
(@n),, < (bn),

ja ganhou seu proprio significado, e logo n&do entra mais nenhum type coercion nesse
processo. Mas sera que as duas interpretacoes acabam sendo equivalentes?

EXERCICIO x6.78.
Sel‘é? (x6.78H1)

§145. Os reais naturais

D6.46. Definicao (naturalmente indutivo). Seja A um conjunto de reais. Chama-
mos 0 A de (naturalmente) indutivo sse: (i) A é 0-fechado: 0 € 4; (ii) A é (+1)-fechado:
(Va)l[ae A = a+1€ A].

EXEMPLO 6.47.
O proprio conjunto R com certeza é indutivo. Os conjuntos R>g,R>_; também. Os
conjuntos

Hlﬁ ...7377§37277§77177} 0’11§2’§’3""
2 2
def

H>o={heH | h=0}

também.

NAOEXEMPLO 6.48.
Nenhum dos conjuntos seguintes é indutivo:

{0}, {0,1,2,3,...,83}, Rz, R<o, Rso, Ry

EXERCICIO x6.79.
Por qué? (x6.79HO)
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D6.49. Definicao (Os reais naturais). Seja Z a colec¢do de todos os conjuntos in-
dutivos de reais. Sabemos que R € Z. Considere a intersecdo de todos os conjuntos
indutivos de reais, ou seja, o conjunto

Ry & {2z € R | 2 pertence a todo conjunto indutivo de reais }

que denotaremos por Ry e cujos membros chamamos de reais naturais. Seus membros
Sa0 0s
Ry = {0,1,2,3,4,...}.

©®6.50. Teorema. O conjunto Ry é indutivo.

DEMONSTRAGAO. Precisamos verificar que: (i) 0 € Ry; (i) (Vz)[z € Ry = z+1 € Ry].
Lembre-se que para demonstrar que um real a pertence ao Ry basta demonstrar que a
pertence a todos os conjuntos indutivos, ja que Ry foi definido como intersecao de todos
eles.

(i) Seja I conjunto indutivo de reais. Logo 0 € I. (ii) Seja x € Ry, ou seja, = pertence
em qualquer conjunto indutivo. Preciso mostrar que x+1 € Ry. Para conseguir isso, seja
I um conjunto indutivo de reais. Logo =z € I. Como I é indutivo, z + 1 € I, que é o que
precisava mostrar.

6.51. Corolario. O conjunto Ry é o (C)-menor conjunto indutivo, i.e.,
(VI indutivo)[Ry C I].

DEMONSTRAGAO. Seja I indutivo e n € Ry. Logo n € I. i

6.52. Observacao. E muito facil subestimar ou até descartar o que acabamos de obter
(tao facilmente) sem perceber sua importancia: ele é o principio da indu¢do para o Ry!
Compare com o Teorema ©3.68 dos inteiros.

Tendo finalmente definido os reais naturais Ry, ganhamos o resto dos subconjuntos da
Defini¢ao D6.19.

EXERCICIO x6.80.
Os Rz, Rg, Ry séo conjuntos indutivos.

EXERCICIO x6.81.
Daria certo utilizar a mesma, idéia para definir os inteiros naturais ZN C Z? Os racionais
naturais Qy C Q7

§146. Sobre modelos

6.53. Modelos. Qualquer (X ;0,1,+,—,-,>) com

0,1:X (+),(): X xX =X (-):X—>X (>): X x X — Prop

(x6.80HO0)

(x6.81H1)
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que satisfaz todos os axiomas que temos estipulado até agora neste capitulo sobre os reais
é chamado um corpo ordenado. Ou seja: até agora temos exigido que o (R;0,1,+,—,,>)
é um corpo ordenado. Conhecendo o conjunto Q dos racionais, percebemos que o (Q ;
0,1,+,—,-,>) também é um corpo ordenado. Em palavras mais formais, tanto os reais
quanto os racionais sdo o que a gente chama de modelos de corpos ordenados. O que
temos estipulado entdo, ndo é suficiente para determinar os reais, pois nem consegue
diferencia-los dos racionais.

Q6.54. Questao. Podemos adicionar alguma lei capaz de separar os reais dos racionais?
Ou seja, chegar numa lista de leis mais exigentes, tais que os reais vio ser um modelo,
mas os racionais nao.

A verdade é que falta s6 um axioma que realmente vai determinar os reais. Mas conseguir
enxerga-lo neste momento é um grande desafio.*” Pelo menos ja estamos prontos para
conhecer o que falta para a pergunta virar mais facil: o supremum e seu conceito dual,
o infimum. Conhecemos logo (§147) para finalmente chegar numa resposta (§153). Mas
antes de tudo isso, vamos falar de distancias.

Intervalo de problemas

Add problems

§147. Infimum e supremum

D6.55. Definigao (cotas). Seja A C R. Dizemos que ¢ é uma cota inferior (ou lower
bound) de A sse ¢ < A; e, dualmente, ¢ € uma cota superior (ou upper bound) de A sse
c> A

¢ é uma cota inferior de A <% ¢ < A & (Va € A)[c<al;

¢ é uma cota superior de 4 <% A <¢ & (Vae A)|a <c].

Denotamos o conjunto de todas as cotas inferiores de A por (< A4) ou (A >) e dualmente
usamos (A <) ou (> A) para o conjunto de todas as suas cotas superiores:

(SAE{z | z< A}
(A)E{z | A<z},

47 Vai desistir de pensar em alguma resposta por causa disso?
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Se um conjunto A tem pelo menos uma cota inferior, dizemos que A é cotado inferi-
ormente (ou, bounded below); e se tem pelo menos uma cota superior, ele é cotado
superiormente (ou, bounded above). Chamamos um conjunto de cotado se é cotado
inferiormente e superiormente; senfo, ele ¢ um conjunto ilimitado.*8

D6.56. Definicao (infimum; supremum). A melhor cota inferior é chamada infimo
ou infimum, e a melhor cota superior é chamada supremo ou supremum:

cota inferior a melhor

—~
céum infimum de A <5 <A & (V¢ < A)fe>c];

¢ éum supremum de 4 <5 ¢> A & (V¢ > A)[e<].
~——

cota superior a melhor

Escrevemos ¢ = inf A e ¢ = sup A respectivamente, mas, como o leito deve ter suspeitado,
ndo se tratam literamente de igualdades, pois suas partes direitas sequer foram definidas
“em isolacio” mesmo—veja mais sobre essa possibilidade no Cuidado 6.59. As tipagens
corretas aqui entdo séo as:

_=1inf_: Real x Set Real — Prop _ =sup_: Real x Set Real — Prop.

EXERCICIO x6.82.
O que devemos demonstrar agora para justificar esse abuso notacional que criou essas
“conjungoes desfargadas com roupas de igualdades™

©6.57. Teorema (Unicidade de inf e sup). Seja A : Set Real. Se A tem infimum, ele
é tinico. Dualmente, se A tem supremum, ele é tinico.

DEMONSTRAGAO. Por fight club: suponha /¢, ¢ sio infima, logo ¢ < ¢ pois £ é maior que
qualquer cota inferior, e £ é uma cota inferior. No outro lado ¢ < £ pois £ é maior que
qualquer cota inferior, e ¢/ € uma cota inferior. Logo £ < ¢’ e ¢/ < [ e pela antissimetria
da (<) temos ¢ =¢'.

A unicidade dos supremos ¢é dual.*” 1

D6.58. Notagao (Acucar sintactico). Com as unicidades estabelecidas podemos in-
troduzir realmente os simbolos

infA% max (< A) sup A &f min(> A).

Outros nomes (e notagoes correspondentes) desses dois conceitos sdao muito comuns e
vamos ficar os usando também: o infimum é chamado também de greatest lower bound
e o supremum de least upper bound, e denotados por glb e lub respectivamente:

def .

glbA=inf A lubA & sup A.

E olha que no Capitulo 14 encontramos ainda mais nomes e notagoes!

80 que chamamos aqui de cota e de cotado sdo também chamados limitante e limitado, mas vou evitar
esses termos por causa da conexdo etimolbgica que essas palavras tém com a palavra «limite».
49 Finja que leu a palavra similar aqui.

(x6.82H1)
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! 6.59. Cuidado. Assim, inf e sup ndo séo operagdes totais nos reais, mas sim parciais:
inf, sup : Set Real — Real.

Ou seja, ninguém garanta que para qualquer A : Set (Real) existe mesmo um real z que
satisfaz as condi¢des das defini¢des acima, traduzidas aqui assim:

. def P . .
inf A = o Gnico infimum de A, se existe;

def L. .
sup A = o tnico supremum de A, se existe.

6.60. Os reais estendidos. Agora, se A néo é cotado inferiormente e se A néo é cotado
superiormente escrevemos

infA=—-00 e sup A = 400

respectivamente. Isso é bem justificivel se pensar no R apenas como um conjunto orde-
nado sendo enriquecido por dois novos objetos distintos que denotamos por ‘—oc’ € ‘+o0’
chegando assim no conjunto

{—o00} UR U {+o0}
que ordenamos assim:

—00 <z < +oo, para todo z € R.

Chamamos os membros do RU {—o0, +00} de reais estendidos e denotamos esse conjunto
por R e [—oo, +0o0] também. Entdo podemos considerar ambas as operagdes agora como

inf, sup : Set Real — [—o0, +00].

6.61. Observacao (Type errors?). Meu leitor alerto talvez teve uns suspeitos de type
errors na Nota 6.60. De fato tem, mas felizmente sdo todos resolviveis com uns type
castings. Tecnicamente precisamos de um novo tipo ExtReal de dados para os reais
extendidos, e umas fungdes para os trabalhos burocraticos que precisam ser feitos quando
ocorre real num contexto onde esperamos real estendido e vice versa. O Exercicio x6.83
é dedicado a isso:

EXERCICIO x6.83.
Defina um tipo de ExtReal e mostra como ler a Nota 6.60 sem cair em type errors. (x6.83H1)

EXERCICIO x6.84.
Seja A C R. Demonstre que: (i) se inf A € A entdo inf A = min 4; (ii) a dual da (i). (x6.84H0)

EXERCICIO x6.85.
Seja A C R. Demonstre que (< A) é vazio ou infinito, e a mesma coisa sobre o (4 <).  x6s510)

EXERCICIO x6.86.
Demonstre ou refute: para quaisquer A, B habitados e sup-cotados,
ACB = supA <supB.

O que podemos dizer se remover a hipotese de habitados? E de cotados? (x6.86H0)
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EXERCICIO x6.87.
O sobre o inf? (x6.8THO)

EXERCICIO x6.88.
Considere o conjunto
1
A:{m+2n ‘ mEN,n6N>0}.

(i) Visualize o A na linha dos reais, e rascunhe seu desenho. (ii) Ache o inf A e sup 4 se
existem. (x6.88H0)

EXERCICIO x6.89.
Pode acontecer que para algum A C R temos. ..
(i) inf A =sup A7
(ii) infA > sup A?
Se sim, quando? Se n#o, por que nio? (x6.89T10)

EXERCICIO x6.90.

No Capitulo 17 aumentaremos nosso vocabulario do nivel-coragdo com bem mais girias
relacionadas as distancias. Por enquanto tente adivinhar as defini¢des dos conceitos
seguintes: distancia entre dois conjuntos de reais; distancia entre um real e um conjunto

de reais; didmetro dum conjunto de reais; ponto isolado; ponto interior; ponto exterior;
ponto de borda; conjunto cotado (esta ultima nogéao deve acabar sendo extensionalmente

mas néo intensionalmente equivalente & nogéo de conjunto inferiormente e superiormente
fechado) . (x6.90HO0)

E agora...Serd que podes pensar numa resposta para a Questdo Q6.547 A resposta
demora pouco ainda (§153), mas este ponto é um ponto bom para formar uma tentativa
boa de palpite. Tente!

§148. Epsilons
©®6.62. Teorema. Seja x real tal que para todo e >0, 0 <z <e. Logo x = 0.
DEMONSTRAGAO. Como z > 0, basta eliminar o caso x > 0 (Exercicio x6.91). 1

EXERCICIO x6.91.
Elimine! (x6.91H1)

6.63. Corolario. Sejam a,b reais tais que para todoe >0, a—e <b<a+e. Logoa =0b.

DEMONSTRAGAO. Tua: Exercicio x6.92. i

EXERCICIO x6.92.
Demonstre. (x6.92H1)



§149. Distdncia 245

EXERCICIO x6.93.
Sejam a, b reais. Se para todo € >0, a < b+ ¢, entdo a < b.

§149. Distancia

S6.64. Especificacao (distancia). Seja d: a x a — Real. Dizemos que d é uma distan-
cia (ou métrica) no « sse todas as propriedades seguintes sao satisfeitas:

(D-Range) d(z,y) >0 positividade (1)
(D-Sym) d(z,y) = d(y,x) simetria
(D-Tri) d(z,y) < d(z,w) + d(w,y) triangular
(D-EqZero) d(z,z) =0 positividade (2)
(D-ZeroEq) dz,y) =0 = z=1y. positividade (3)

Chamamos a d de pré-distancia (ou pré-métrica, ou pseudométrica) sse ela satisfaz as
primeiras quatro dessas propriedades.

6.65. Observacao. Qual propriedade exatamente esta sendo referida pelo termo «po-
sitividade» varia na literatura, mas costuma ser uma ou uma combinacdo das (1)—(3)
anotadas acima; eu vou evitar esse termo aqui. A (D-EqZero) é equivalente a reciproca
da (D-ZeroEq), e por isso as vezes s@o juntadas em uma proposigao so:

d(z,y) =0 < x=y.
A contrapositiva da (D-ZeroEq), gragas a (D-Range) acaba sendo equivalente a

x#y = d(z,y) > 0.

que deixa mais clara a escolha do seu rétulo; em muitos textos é apresentada assim—aqui
nao. A (D-Tri) é conhecida como desigualdade triangular, um nome melhor justificado
quando consideramos distancias num plano, onde corresponde a idéia que o melhor (mais
curto) caminho entre dois pointos é aquele que vai direto de um (z) para o outro (y);
medindo via terceiros pontos (w), em geral, pode aumentar a distancia.

D6.66. Definicao (distancia euclideana). Chamamos a fungéo

d : Real x Real = Real
def

d(a,b) = |a—bl.

de distancia eulideana.

D6.67. Definigao (distancia discreta). Chamamos a fungao

do : Real x Real — Real

df [0, se a=b;
do(a’b):{l se a # b.

de distancia discreta.

(x6.93H0)
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Decidir chamar uma fungio de «distdncia» néo signifia que, de fato é. Precisamos
verificar que ela atende a Especificagio 56.64. «Precisamos»? Quis dizer, precisas.
Agora.

EXERCICIO x6.94.
Justifique: a distancia euclideana, de fato, é uma distancia, ou seja, atende a Especifi-
cagdo S56.64. (x6.94H0)

EXERCICIO x6.95.
A distancia discreta também. (x6.95H0)

6.68. Qual distancia?. O estudo abstrato de distancias, viz., a teoria dos espagos mé-
tricos, € o assunto do Capitulo 17. Para meus propoésitos neste capitulo vamos concordar
que quando é envolvida uma métrica ou mencionada a palavra distancia na conversa,
sempre serd a distancia euclideana (D6.66) exceto se especificamente mencionar outra.
No que segue, d denota uma métrica, ou seja, uma fungio que satisfaz a Especifica-
¢ao 56.64.

D6.69. Definicao (s-perto). Seja z,y reais e £ > 0. Dizemos que
0 z é e-perto do y LN d(z,y) <e.
Observe que a relagao é simétrica (Exercicio x6.97) e logo podemos escrever também:

o0s z,y sdo e-perto (entre si).

EXEMPLO 6.70.
Os 1 e 2/3 sdo 1/2-perto (com a distancia euclideana, mas nao com a distancia discreta).

EXERCICIO x6.96.
Dado ¢ > 0, seja (~.) a relacdo definida pela

def A
x ~ey < x éc-perto do y.

Demonstre que (~.) é reflexiva. (x6.96H1)

EXERCICIO x6.97.

Dado € > 0, a (~.) do Exercicio x6.96 é simétrica, e logo podemos escrever frases como

«os x,y sdo e-perto (entre si)».

(x6.97HO)

EXERCICIO x6.98.

Existe algum e > 0 para qual a (~.) do Exercicio x6.96 é uma relagéo transitiva?

(~¢) € transitiva < (Va,b,c)[a~:b & b~.c = a~cc].

(x6.98H1)
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D6.71. Definicao (e-bola). Dado um ponto ¢, chamamos o conjunto de todos os pon-
tos que sdo e-perto do ¢ de e-bola do c:

def

B.(c)={x | z é e-perto de c}.

Também chamamos de bola com centro c e raio ¢.

EXEMPLO 6.72.
A 1/3-bola do 7 é o intervalo (7 —1/3,7+1/3) e a 2-bola do 0 o (-2,2).

EXERCICIO x6.99.
Ache as mesmas bolas mas considerando como distancia a discreta. (x6.99H0)

A6.73. Lema (bolas nos reais). Nos reais, bolas sdo intervalos da forma (u,v) (com
u,v reais) e vice-versa.

DEMONSTRAGAO. Associamos cada bola com um intervalo e vice versa (quase isso: Ob-
servagao 6.74).
DE BOLA B, (¢) PARA INTERVALO (_,_). A bola B,(c) é o intervalo (¢ —r,c+r):

B.(¢c)={x | dlz,c)<r}
—{a| f—d <r}
={z | c—r<z<c+r}
=(c—rc+r).

DE INTERVALO (u,v) PARA BOLA B_(_). Essa parte é tua (Exercicio x6.100). i

EXERCICIO x6.100.
Termine a demonstragdo do Lema A6.73. (x6.100H1)

6.74. Observacgao. Efetivamente definimos funcoes

tolnterval
Real x Real Real x Real
toBall

entre centros-raios (de bolas) e inicios-fins (de intervalos), e tais fungdes séo inversas entre
si (sdo?—=x6.101). Note que esses nomes nédo sdo exatamente honestos: bolas e intervalos
s@o conjuntos de reais, ndo parzinhos de reais. Cada um desses conjuntos (tanto bola
quanto intervalo), se é habitado, tem uma tnica representagdo como parzinho de centro-
raio, e uma unica representagio como parzinho de inicio-fim. Essas fungoes efetivamente
traduzem entre tais representagdes. E uma bola vazia? E um intervalo vazio? Ambos
sd0 0 mesmo conjunto: o @ : Set Real; s6 que, visto como bola, ele tem uma infinidade de
representagdes (quais?—=x6.101) e visto como intervalo, também (quais?—x6.101). As
traducdes estabelecidas mantém a correspondéncia até entre tais representacées, algo
que nem seria necessario para o objetivo de demonstrar o Lema A6.73.
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EXERCICIO x6.101.
Sao? Quais? Quais? (x6.101H0)

D6.75. Defini¢ao (diametro). Seja A um conjunto de reais. Se o conjunto de todas
as possiveis distancias entre seus membros
{d(a,b) | a,be A}
possui supremum, o chamamos de didmetro de A. Ou seja,
s=diam A <% s=sup{d(a,b) | a,bc A}

escrevendo também

diam A = —0co <& sup A = —oc; diam A = +oo <% sup A = +o0.
Aproveitando a ordem dos reais estendidos escrevemos
diam A < 400

quando diam A = —oo ou quando para algum real s temos s = diam A.

D6.76. Definicao (cercado). Chamamos um conjunto de reais de cercado sse ele esta
contido numa bola:
A cercado <<% (3¢)(IM)[ A C Bar(c)]-

EXERCICIO x6.102.
Seja A conjunto de reais.

o
A cotado <= A cercado.

(x6.102H0)

EXERCICIO x6.103.

No Exercicio x6.102 a resposta depende da métrica escolhida? Justifique tua resposta

com um contraexemplo ou com uma demonstracio, dependendo de se foi «sim» ou
«ndo». Lembre-se que implicitamente munimos os reais com a métrica euclideana (De-
finicao D6.66). (x6.103H0)

§150. Limites

D6.77. Definigao (pvsgd). Sejam ¢ : Real — Prop um predicado sobre reais e (ay),,
uma seqiiéncia de reais. Dizemos que para valores suficientemente grandes de n, ¢(ay)
sse a partir de um natural N “todos os a_’s” satisfazem a ¢, ou seja, sse

@N)(Vn > N)[¢(an) .
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EXEMPLO 6.78.
Para valores suficientemente grandes de n, 2" > n* > 8n. Por outro lado, ndo é o caso
que para valores suficientemente grandes de n, o ano n é bissexto.

D6.79. Definicao (eventualmente). Seja um predicado ¢ : Seq Real — Prop sobre
seqiiéncias de reais, e seja (a,), uma seqiiéncia de reais. Dizemos que a (ay), even-
tualmente satisfaz o ¢ sse para algum N, a subseqiiéncia (ay),> y satisfaz o ¢, ou seja,

eventualmente ¢ ((a,),,) JLEN (EIN)[@ ((an)@N)].

EXEMPLO 6.80.

A seqiiéncia (|2%/n]) ¢ eventualmente constante (ainda mais, ela ¢ eventualmente 0).
Para qualquer € > 0, ela ndo esta eventualmente contida no (e, +oo) ainda mais, ela fica
eventualmente fora dele!

6.81. Corolario. Seja (a,), uma seqiiéncia legal (qualquer coisa que isso significa).
Logo (a,),, é eventualmente legal.

DEMONSTRAGAO. Basta escolher N := 0, ja que a subseqiiéncia (a,),~, ¢ a propria
seqliéncia (a,),,. i

6.82. Observacgdo. Usamos as mesmas girias sobre Seq a; nada especial sobre o Real
aqui.

D6.83. Definigao (limite). Sejam (a,), uma seqiiéncia de reais e ¢ um real. Dizemos
que (ay,), tende ao ¢ (ou converge ao () sse para qualquer bola de ¢, a seqiiéncia (ay),,
eventualmente fica dentro dela. Escrevemos (ay), — ¢; ou seja, definimos o

— _: Seq Real x Real — Prop

assim:

(an), — ¢ <4 qualquer bola de ¢ eventualmente contem a seqiiéncia (an),,
= (Ve >0)]
=
=

=

=
=
=

(an),, estd eventualmente contida na B.(¢)]
(a,), eventualmente fica e-perto de /]
b

[
[
(3N)
(3IN)[a partlr de N, todos os a,’s sdo e-perto de /]
(3N)(Vn > N)[a, € e-perto de /]
(3N)(¥n > N)[d(an,0) < <],

Escrevemos também

lim,, a,, = ¢ ou lim (an),, = ¢

como sinonimo de (a,), — ¢, e caso que isso acontega referimos a tal ¢ como um limite
da (an),. Dizemos que uma seqiiéncia é convergente sse ela converge algum real:

(an),, € convergente PN (30)[(an),, — £].
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Sendo, ela é divergente. Destacamos um especial de seqiiéncia divergente: dizemos que
(an),, diverge ao +oo (ou até tende ao +oo) sse para qualquer M > 0 ela eventualmente
fica acima do M, ou seja definimos o

_ — 400 : Seq Real — Prop
assim:
(an), — 400 SLEAY seqiiéncia (a,), eventualmente supera qualquer M > 0
& (VM > 0)[eventualmente (a,), > M|
& (WM > 0)3N)| (an),o > M |
& (VM > 0)(3N)(Vn > N)[a, > M].
Escrevemos também
lim,, a, = +o0 ou lim (ay,),, = +00.

Similarmente definimos o _ — —oo : Seq Real — Prop.

6.84. Observacao. E muito comum usar o nome ‘ng’ onde usei o ‘ N’ nessas definigoes.
O ‘ng’ é freqiiéntemente lido «n nought» em inglés.

EXEMPLO 6.85.
Dizemos que:

a seqiiéncia 1), =1,1,1,. tende ao 1;

a seqiiéncia (W), =1, 1/2, 1/37 1y, ... tende ao 0;

a seqiiéncia ((—-1)"), = —1,... diverge;

a seqiiéncia (n), = 0, 1, 2 3 diverge ao +oo.

EXERCICIO x6.104.
Uma notagéo introduzida na Defini¢do D6.83 é problematica; qual o problema e o que
devemos fazer para resolvé-lo?

6.86. Quantificadores alternantes. Provavelmente essa foi a primeira definicdo que
tu encontraste que necessitou trés alternagdes de quantificadores:

V... 3.0V

Para cada alteracdo de quantificacdo que seja adicionada numa afirmacao, o processo
de digeri-la naturalmente fica mais complicado para nossa mente! Com experiéncia,
matemalhando, essas definigdes com trés quantificadores ficardo mais e mais digeriveis.
Mesmo com essa experiéncia, num momento vamos encontrar uma afirmagéo com quatro
quantificacoes alternantes, e a dificuldade vai voltar e te lembrar dessa dificuldade que
talvez sentes agora. Felizmente, temos duas ferramentas indispensaveis que deixam o
processo bem mais tranqiiilo do que talvez parece: (i) as ferramentas formais dos funda-
mentos matemdticos que nos permitem trabalhar com proposi¢des sem necessariamente
digeri-las completamente; (ii) as ferramentas informais das girias que estamos desen-
volendo com e para nosso coragio matematico que nos ajudam entender, visualizar, e
pensar sobre as nogoes e proposigoes sobre quais estamos trabalhando. (Divulguei isso
na Seccao §19 mas provavelmente era cedo demais para ser devidamente entendido e
apreciado.)

(x6.104H1)



§150. Limites 251

6.87. Jogos e estratégias. Considere que quero demonstrar que (a,), — 4. Meu alvo
entdo, olhando na tltima linha da Definicdo D6.83, é

(Ve > 0)(3N)(¥i > N)[d(as,4) < €]

Considere um jogo, onde eu estou jogando contra meu inimigo, o jogador-(3) debatendo a
vericidade dessa proposi¢ao. (Eu sou o jogador-(V).) Cada troca de tipo-de-quantificador
corresponde em troca de jogador para jogar. O jogo comega entdo com o (V) escolhendo
um € > 0: vamos dizer o lk; interpretamos seu movimento como um desafio. Responde-
mos a ele escolhendo um N (vamos dizer o 6) e agora novamente ¢ a vez do (V) jogar.
Ele precisa escolher um i > 6, e ele escolhe o 8. Agora acabaram os quantificadores, e
logo podemos olhar na proposicdo formada por essas escolhas:

d(a,g, 4) < 1/2.

Se ela é valida, ganhei. Sendo, perdi. O dialogo desta jogada ficou assim:

— Duvido que para o 14 > 0 tu consegue escolher um N que serve.
— Escolho o 6.
— Escolho o 8 (posso pois 8 > 6).

Note que nao podemos inferir a corretude duma proposicéo dessas a partir duma partida.
Talvez eu perdi s6 porque fui burro enquanto se tivesse jogado melhor eu teria ganhado.
Mas também talvez ganhei s6 porqué meu inimigo foi burro, e jogando contra um jogador
melhor eu ia perder. O que podemos de fato usar (para inferir em forma correta que
uma tal proposigéo ¢ valida) é a existéncia duma estratégia vencedora para mim, ou seja,
uma estratégia que determina como eu preciso jogar contra qualquer possivel movimento
do meu inimigo e chegar numa vitoria.

EXEMPLO 6.88.

A seqiiéncia 1,1,1,... tende a 1.

RESOLUCAO. Sejae > 0. O desafio é achar um N tal que a partir de N, todos os membros
da seqiiéncia sao e-perto de 1. Tome N :=0, e seja n > N. Obviamente o n-ésimo termo
da seqiiéncia é e-perto do 1, pois ele é igual ao 1 mesmo, e logo a distancia deles é 0,
e logo menor que . Observe que qualquer escolha de N aqui funcionaria para fechar a
demonstragao.

EXERCICIO x6.105.
(an), eventualmente convergente <= (a,), convergente.

EXERCICIO x6.106.
(an),, constante = (a,), convergente.

EXERCICIO x6.107.
(an), eventualmente constante = (ay),, convergente.

EXERCICIO x6.108.
Toda seqiiéncia que diverge ao +oo, diverge.

(x6.105H0)

(x6.106 HO)

(x6.107HO)

(x6.108 HO)
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Como tu ja resolveste o Exercicio x6.104—mné?—tu sabes que precisamos demonstrar a
unicidade dos limites. E a existéncia? A existéncia nao é garantida (vamos descobrir isso
agora no Exemplo 6.89), entdo precisamos tomar os mesmos cuidados com o simbolo lim
que tomamos com o0s sup, min, etc.; e precisando vé-lo como operador, é um operador
parcial.

EXEMPLO 6.89.
A seqiiéncia 0,1,0,1,..., definida pela

o 0, sen par;
"7 11, caso contrario;

¢é divergente.
DEMONSTRACAO. Primeiramente: o que precisamos demonstrar? Que para qualquer
possivel limite ¢,

(an), L.

Seja ¢ tal que (ay),, — ¢. O que isso significa?

v
(an), = ¢ & (Ve > 0)(IN)[N garanta que a partir dele todos sao e-perto de ¢].

Para conseguir usar esse dado (um (V)), basta aplica-lo em qualquer real positivo que
queremos, e ele vai fornecer de volta um novo dado. Por exemplo, o aplicando no 1 (que
de fato é positivo: x6.33) obtemos o novo dado

(3N)[ N garanta que a partir dele todos os a;’s sdo 1-perto de ¢].
Para aproveitar esse novo dado agora, solicitamos tal N. Seja N tal que
(Vn > N)[an, £ sdo 1-perto].

Novamente um (V); essa vez para utilizad-lo precisamos o aplicar em naturais a partir do
N. Agora a idéia é conseguir dois membros da seqiiéncia que sdo suficientemente longe
entre si para garantir que ndo tem como ambos estar 1-perto de .

Refletindo pouco deve parecer 6bvio que ndo temos como conseguir isso. Nossa
seqiiéncia s6 pega os valores 0,1, cuja distancia ¢ 1, e logo considerando o 1 como um
possivel ¢ percebemos que ambos conseguem ficar 1-perto dele. Qual foi o problema?

Nossa escolha de ¢ > 0 foi grande demais. A gente poderia ter escolhido um epsilon-
zinho melhor, como por exemplo o ! ou o /4. Precisamos um tal que, para qualquer
candidato ¢, a e-bola dele vai ser tdo pequena que seria impossivel possuir dois membros
com distanga 1, como os unicos membros da nossa seqiiéncia tem (d(0,1) = 1). Aqui po-
deriamos escolher o 15, e daria certo, mas néao existe motivo de ser tdo dramaticos. Vamo
escolher algo menor ainda; que tal /3. Obtemos assim um novo N, essa vez garantindo
que a partir dele todos os membros da seqiiéncia sdo 15-perto de £. Como 2N,2N+1 > N,
logo 0s asn € aan+1 ambos sdo 1is-perto de £. Calculamos:

d(agn,asn+1) =d(0,1) =0 -1 =1;
mas também:

d(asn,asny1) < d(asy,l) +d(l, azn1) ((<)-triangular)
Yz +d(l, azn+1)

s+ 15

= 23,

chegando assim na contradi¢ao 1 < 2.

ANVAN
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©6.90. Teorema (unicidade de limites). Seja (a,), seqiiéncia de reais tal que

(an), = b (an),, — .

LOgO fl = 42.

DEMONSTRAGAO. Gragas ao Teorema ©6.62 basta demonstrar que d(¢1,43) < € para todo
e > 0. Seja ¢ > 0 entdo, e agora observe que para quaisquer e1,e2 > 0 podemos escolher
N1, N> tais que:

(ViZNl)[d(ai,ﬁl) <E1] (ViZN2)[d(aia£2) <€2]'
Seja N = max {N;y, No}. Logo

d(aN,él) < é1 d(aN,ég) < &9.

Calculamos

d(ghfg) < d(@l,aN) +d(aN,€2) ((D—Trl))
= d(fl,aN) +d(€2,aN) ((D—SYHI))
< e +es. (escolha dos e1,¢e2)

Lembre-se que isso é valido para quaisquer £1,e5 > 0, entdo basta seleciona-los para
satisfazer e; + &2 < ¢ (tome por exemplo ambos (menores ou) iguais ao £/2). Assim
demonstramos que para todo ¢ > 0,

0<d(l1,65) <k, (a (0 <) vem pela (D-Range))
e logo d(f1,¢3) = 0 (pelo Teorema ©6.62), e portanto ¢; = ¢, (pela (D-ZeroEq)). 1

6.91. Teaser (conjuntos dirigidos). Com a linha
«Seja N = max { Ny, Na}.»

eu apenas escolhi um nome (‘N’) para referir ao max(N;, N2)—s06 para facilitar minha es-
crita mesmo. Note que esta linha ndo foi uma solicitagao feita usando um dado existencial
(3).5% Mas a tnica propriedade que precisei desse N na demonstracao foi a N > {Ny, N}
e logo eu poderia ter usado a linha

«Seja N tal que N > {Ny, Na}.»,

essa vez usando mesmo um teoreminha que garanta tal existéncia. Considere um con-
junto habitado D : Set Nat e membros dele d;,ds € D. O mundo dos naturais ja garanta
que, sem precisar saber nada mais sobre o D nem sobre os di,ds, existe membro d € D
que domina ambos: um d tal que d; < d e dy < d, uma cota superior deles dentro do
proprio D. Como conseguir tal d? Simplesmente tome o méximo dos dy, da, aproveitando
que a ordem dos naturais é total e, o maximo sendo um dos dois, com certeza é um
membro do D. Note que a mesma coisa vale sobre conjuntos de inteiros, de reais, e em
geral conjuntos munidos com uma ordem total. E se néo tiver essa totalidade ai? Muitas
vezes basta saber a existéncia dum bicho no D com essa propriedade do d sem precisar
ser o maximo, nem (menos forte) a melhor cota superior (o supremum), mas apenas
(ainda menos forte) uma cota superior deles. Conjuntos como o D, cuja ordem garanta
essa existéncia, sdo chamados dirigidos (ou directed) e seu papel vai acabar sendo critical
mais que uma vez neste texto.

50 Essa parte ja foi feita quando definimos (D6.30) a fungdo max.
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EXERCICIO x6.109.
Ache algo interessante para o «...7...» e demonstre sua afirmacao:

(an), convergente & eventualmente (a,), CRz; = ...7...

(x6.109H1)

EXERCICIO x6.110.
(an),, eventualmente constante = (a,), cotada. (x6.110H0)

©6.92. Teorema. Toda seqiiéncia de reais convergente é cercada.

DEMONSTRAGAO. Seja (a,), convergente e logo seja ¢ seu limite. Logo, usando ¢ := 1
seja N tal que a partir do ay todos os a,’s sdo 1-perto de ¢, ou seja, (an), sy < Bi(¢).
Possivelmente precisamos um raio maior que 1 para conseguir conter a seqiiéncia inteira.
Observe que o conjunto {d(¢,a;) | i < N } das distancias entre o ¢ e seus primeiros termos
(até o N-ésimo) é finito e habitado, e logo (pelo Exercicio x6.65) seja M seu maximo.

M =max{d(l,a;) | i< N}.
Agora s6 basta verificar que a bola By 41(¢) cerca a seqiiéncia inteira (Exercicio x6.111). 1

EXERCICIO x6.111.
Feche a demonstracao do Teorema ©6.92. (x6.111H0)

6.93. Corolario. Toda seqiiéncia convergente é cotada.

DEMONSTRAGAO. Gragas a equivaléncia entre cercada e cotada (Exercicio x6.102) seque
imediatamente pelo Teorema ©6.92. i

EXERCICIO x6.112.
Demonstre o Corolario 6.93 em forma direta, adaptando o que precisa na demonstragao
do Teorema ©6.92. (x6.112110)

§151. Limites e a estrutura atual

6.94. Comportamento respeituoso. Nossa estrutura atual de reais tem uma parte
algébrica (0,1,+,-,—) e uma parte relacional (>). Estabelecemos agora que os limites
se comportam bem (de forma respeituosa) com ambas as partes. Vamo comegar com a
parte algébrica.

EXERCICIO x6.113.
Sejam (a,,), seqiiéncia de reais e a tal que (ay), — a. Seja c¢ real. Logo:

(c+ayn), = c+a.

(x6.113H0)
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» EXERCICIO x6.114.
Sejam (a,,), seqiiéncia de reais e a tal que (ay),, — a. Seja c¢ real. Logo:

(can), — ca.

(x6.114H0)

» EXERCICIO x6.115.
Sejam (a,),,, (bn),, seqiiéncias de reais e a,b tais que (ay),, — a e (b,), — b. Logo:

(an +by), — a+Db.

(x6.115H0)

AROIPION analisar o préximo exercicio
» EXERCICIO x6.116.

Sejam (a,),,, (bn),, seqiiéncias de reais e a,b tais que (ay),, — a e (b,), — b. Logo:
(anby), — ab.

(x6.116 HO)

» EXERCICIO x6.117.
Sejam (ay),,, (bn),, seqiiéncias de reais e a,b tais que (ay), — a e (b,), — b. Considere a
proposicao:
(an/by), — a/b.

Enuncie uma hipétese adicional necessaria para sua demonstragdo e demonstre. (x6.117HO0)

©6.95. Teorema. Sejam (ay),,, (b,), seqiiéncias de reais convergentes. Logo

lim,, (a, + by,) = lim, a,, + lim,, b,; lim, (—a,) = —lim, a,;
lim, (ay, - b,) = lim, a,, - lim,, b,; lim,, (b, ") = (lim,, bn)flg

lim,, (a,/b,) = lim,, a,,/ lim,, b,,.

onde nas duas ultimas supomos adicionalmente que todos os b,’s sdo ndo nulos, e o0 b
também.

6.96. Diagramas comutativos. Podemos expressar o teorema

(an), —a (bn), — b
(an), ® (by),, = a+b

(que acabei de expressar em forma de regra de inferéncia aqui) em forma dum diagrama
comutativo, assim:

lim X lim

Seq Real x Seq Real ————— Real x Real

(@) (+)

Seq Real lim Real
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Mas o que significa que o diagrama acima comuta? Observe que temos duas maneiras de
comegar na esquina superior-esquerda e chegar na esquina inferior-direita: (i) atravessar
a direita, e depois descer; ou (ii) descer, e depois atravessar. Observe que cada um desses
caminhos determina uma funcao de tipo

a soma dos limites

Seq Real x Seq Real —_—
(+) o (lim X lim)

lim o (69) Real
—_ ea

o limite das somas

e, afirmando que o diagrama comuta, afirmamos que esses caminhos correpondem em
funcoes iguais.?! Nesse diagrama, atravessar a direita corresponde em “pegar limites”,
enquanto descer corresponde em “somar”. Note que nfo sdo exatamete as mesmas fungoes
as correspondem no «atravessar a direitay: tendo um par de seqiiéncias, denotamos por

lim x lim : Seq Real x Seq Real — Real x Real

a funcéo que aplica a lim em cada componente da sua entrada e retorna o par das saidas:

(tim x lim) ((an),,, (bn),,) < (lim (an),, lim (b,),,)-

E sobre o «descer» também néo é exatamente a mesma coisa nos dois lados: descer no
lado direito é a soma (+) entre reais, mas descer no lado esquerdo é a soma pointwise
(@) entre seqiiéncias de reais:

(@) : Seq Real x Seq Real — Seq Real

def

(@) = pw (+).

Tendo investigado a parte algébrica da estrutura dos reais tornamos agora para investigar
a parte relacional.

EXERCICIO x6.118.
Sejam (ay),,, (bn),, seqiiéncias de reais e a,b tais que (a,), — a € (b,),, — b. Adivinhe algo
interessante que podemos inferir se a < b; enuncie e demonstre. (x6.118H123)

EXERCICIO x6.119.
E o reciproco? (x6.119H0)

©6.97. Teorema Sanduiche. Sejam (ay),,, (bn),,, (¢n), : Seq Real tais que
(an), < (bn),, < (cn),-

Logo se (a,),, e (¢,), tendem ao mesmo real ¢, entao (b,), também tende ao ¢.

DEMONSTRARAS AGORA NO EXERCICIO X6.120. |

51 Lembre que usamos o (—) quando se trata e fungio parcial, possivelmente nio conseguindo retornar
um valor do seu codominio.
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EXERCICIO x6.120.
Demonstre o Teorema Sanduiche ©6.97. (x6.120H0)

? Q6.98. Questao. No diagrama seguinte as setas denotam o «_ tende a _»:

(a’n)n S (b’n)n S (Cn)n
\ ; /

Qual tua acha que é a interpretacao da seta pontilhada?

6.99. Setas pontilhadas. A idéia é ler esses diagramas em dois tempos. No primeiro
tempo ignore as setas pontilhadas: o que fica é o contexto, os dados, e as hipoteses. Leia
isso como um «se a gente tem tudo isso...». As setas pontilhadas entram no segundo
tempo, completando a implicagao assim: «...entao temos essas setas (pontilhadas) tam-
bém.».

©6.100. Teorema. Seja 0 < ¥ < 1. Logo (9"), — 0.
DEMONSTRAGAO. Como ¥ < 1, logo 1/9 > 1, e logo seja § > 0 tal que 1/9 = 1+ 4. Seja
n € N. Usando a desigualdade Bernoulli obtemos

9 1 (x6.50) 1
0< I = < .
S (I T

0),, < ("), < (1 -|-1n5>n

com as seqiiéncias & esquerda e a direita tendendo ao mesmo limite 0, e logo a (¥"),, que
fica no meio também tende ao 0 pelo Teorema Sanduiche ©6.97.

Temos entao

§152. Seqiiéncias autoconvergentes

D6.101. Definicdo (autoconvergente). Seja (a,), uma seqiiéncia de reais. Dizemos
que (ay), € autoconvergente (ou Cauchy) sse para qualquer ¢ > 0 existe um membro da
seqiliéncia tal que a partir dele, todos os seus membros séo e-perto entre si (dois a dois).
Formalmente:

(an),, autoconvergente PLEN (Ve > 0)(3N € N)(Vi,j > N)[a;,a; sao e-perto].
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©6.102. Teorema. Toda seqiiéncia de reais convergente é autoconvergente.

ESBOGO. Seja (a,), convergente com limite ¢. Dado um desafio ¢ > 0, precisamos achar
N tal que a partir de N os membros da (a,),, ficam e-perto entre si. A idéia ¢ obter um
indice tal que a partir dele todos os membros d4 (ay), sdo 5-perto de . Assim quaisquer
dois deles ndo podem ter distancia maior que § + 5. [

©6.103. Teorema. Toda seqiiéncia de reais autoconvergente é cercada.

ESBOGO. Suponha (a,), autoconvergente. Logo seja N tal que a partir de N, todos
0s ay’s ficam 1-perto entre si. Ou seja: (Vi,j > N)[d(a;,a;) <1]. Vou achar uma bola
para cercar a seqiiéncia. Basta determinar seu centro e seu raio. Como centro, tome
0 an. Observe (x6.121) que a bola Bi(an) contem todos os membros da (ay),s,, mas

nao garanta nada sobre os ag,...,an-1. Como {a;},. 5 ¢ finito e habitado, logo seja
r = max{d(an,a;) | i <N} +1. Observe (x6.121) que a bola B,.(ay) contem todos os
membros do {a;},_, mas ndo garanta nada sobre os ay,an+1,.... Basta entdo considerar

a bola com raio o maior dos dois raios M = max(1,r) e verificar (x6.121) que, de fato,
(an),, € Bu(an).

EXERCICIO x6.121.
“Observe” o que ficou para observar, e verifique o que ficou para verificar na demonstragéao
do Teorema ©6.103.

6.104. Corolario. Toda seqiiéncia de reais autoconvergente é cotada.

DEMONSTRAGAO. Imediato pois ja demonstramos que nos reais cotada e cercada sio
nogoes equivalentes (Exercicio x6.102). |

EXERCICIO x6.122.
Demonstre o Corolario 6.104 em forma direta, adaptando o que precisa na demonstracio
do Teorema ©6.103.

Tendo demonstrado as implicactes

©6.103
== cercada

06.102
convergente — autoconvergente o101
= cotada

obtemos novas demonstragoes dos

06.92
= cercada
convergente
6.93
== cotada.

EXERCICIO x6.123.
Demonstre: toda seqiiéncia autoconvergente de reais inteiros é convergente.

(x6.121HO0)

(x6.122H0)

(x6.123H0)



§152. Seqiiéncias autoconvergentes 259

D6.105. Definicdo (Subseqiiéncia). Seja (a,), : Seq Real. Dada qualquer estrita-
mente crescente (n;), : Seq Nat, chamamos a (a,,), de subseqiiéncia da (a,),. Equiva-
lentemente, dizemos que uma seqiiéncia (b,), ¢ uma subseqiiéncia da (a,),, sse existem

Ng<ng <ng <...

tais que para todo i, temos b; = ay,.

EXERCICIO x6.124.
Sejam (a,),, — ¢. Logo toda subseqiiéncia de (a,), também tende ao ¢. (x6.124H0)

EXERCICIO x6.125.
Verifique: toda seqiiéncia cotada possui subseqiiéncia autoconvergente. (x6.125H0)

6.106. Autoconvergente vs. convergente. Demonstramos no Teorema ©6.102 que
autoconvergente <= convergente.

Por enquanto nédo conseguimos demonstrar a reciproca

?
autoconvergente = convergente

mas também n&o conseguimos encontrar nenhum contraexemplo. Agora vamos investigar
o que acontece se acrescentar a hipotese que a seqiiéncia possui subseqiiéncia convergente
e vamos pelo menos conseguir a implicagdo
autoconvergente
+ = convergente :
subseqiiéncia convergente

©®6.107. Teorema. Toda seqiiéncia autoconvergente que possui subseqiiéncia conver-
gente ¢é convergente.

DEMONSTRAGAO. Seja (a,), autoconvergente e seja uma subseqiiéncia convergente dela
(ar,);, e logo seja ¢ seu limite. Vou demonstrar que (a,), — ¢. Seja e > 0. Como (a,),,
autoconvergente, seja N tal que

(Vm,n > N)[d(am,an) < e1]-
Como (ax,); — ¢, seja I tal que
(Vi > I)[d(ag,, l) < e2].

Seja J > I tal que k; > N. (Justifique!) Vou demonstrar que a partir do k;-ésimo termo
da (a,),, todos os seus termos ficam e-perto do ¢. Seja n > k; entdo, e logo n > N
também. Calculamos:

d(an,?) < d(an,ar,) + d(ak,, ) ((D-Tri))

< ey +d(ag,,?) (pois n,ky > N)
<epte (pois J > 1)
=e.
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©6.108. Teorema. Toda seqiiéncia de reais tem subseqiiéncia crescente ou decrescente.

DEMONSTRACAO. Introduzimos o conceito de posicio de pico de seqiiéncia: dizemos que
P ¢ uma posi¢ao de pico para a (a,), sse ap > (an),-p. Para achar uma subseqiiéncia
desejada, separamos em casos a partir da quantidade de posigoes de pico da (a,),,.
CASO FINITA: teu (Exercicio x6.126).

CASO CONTRARIO: também teu (Exercicio x6.127). |

» EXERCICIO x6.126.
Feche o primeiro caso. (x6.126H1)

» EXERCICIO x6.127.
E o segundo. (x6.127H1)

JROIDIOM Terminar
Ultima chance: sera que podes pensar numa resposta para a Questiao Q6.547

Intervalo de problemas

LOIbIO Add problems

» PROBLEMA II6.1.
(i) Demonstre que

n

lim,, — = 0.
n!

(ii) Podemos trocar esse ‘2’ por quais numeros mantendo esse limite? (II6.1H12)

» PROBLEMA II6.2.
Tem como definir uma distancia no ExtReal com qual o sigificado de (a,), — +oc acabaria
sendo simplesmente o significado de (a,), — ¢ para o £ := +00? (116.2H0)

» PROBLEMA II6.3.
Seja (an), tal que suas subseqiiéncias (azn),,, (a2n41),,, € (asn), s8o todas convergentes.
(i) Demonstre que as trés subseqiiéncias convergem ao mesmo limite £.
(ii) (Meta)demonstre que apagando qualquer uma das trés hipoteses o (i) vira inde-
monstréavel.
(iii) Demonstre que (a,), — ¢.

(116.3H0)

§153. Completude

Agora temos tudo que precisamos para responder & Questao (6.54. Nossa resposta com
palavras de rua é
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§ P

a linha dos reais nao tem “buracos”

mas precisamos formalizar essa proposi¢io.’? A idéia é exigir que ndo falta nenhum

supremum—ou, dualmente, nenhum infimum, pois é a mesma coisa: uma afirmacao
acaba implicando a outra. Mas o que significa dizer que néo falta nenhum supremum?
E, nenhum mesmo? N&o. Um conjunto que nem é bounded above ndo tem chances de
ter supremum. Um conjunto vazio, também nao. Vamos exigir suprema para todos os
outros entao:

S6.109. Especificagao (Os reais (3/3)). Estipulamos um ultimo axioma:

(R-Compl-lub) (VA € R)[ A cotado por cima = A tem supremum |.

Terminamos com este a lista de todos os axiomas que vamos estipular sobre os ntimeros
reais. As conseqiiéncias desses axiomas, ou seja, a teoria dos niuimeros reais ¢ o que
estudamos em calculus e andlise real. O resto deste capitulo é um teaserzinho dessa
teoria linda; e, como sempre, no fim tenho ponteiros na literatura para mergulhar mais.
No Capitulo 17 voltamos nessa investigacio de analise real, pois estudamos a teoria dos
espagos métricos: conjuntos equipados com uma nocao de distancia, ou seja, uma fungao
binaria com walores reais, satisfazendo certas leis.

6.110. Corolario. Seja A conjunto habitado de reais, cotado por baixo. Logo A possui
infimum.

DEMONSTRARAS AGORA NO EXERCICIO X6.128. |

EXERCICIO x6.128.
Demonstre o Corolario 6.110. (x6.128H12)

6.111. Observagao. Assim as operacoes inf e sup viram totais nos reais estendidos:

inf, sup : Set ExtReal — ExtReal.

EXERCICIO x6.129.
Sejam A, B habitados e cotados. Logo AU B também é, e

sup(A U B) = max {sup A4, sup B} inf(AU B) = min {inf A, inf B}.

(x6.129H0)

EXERCICIO x6.130.
Sejam A, B habitados e cotados. Logo A + B também é, e

sup(A+ B) =sup A +sup B inf(A+ B) =inf A + inf B.

(x6.130H0)

52 No Capitulo 13 encontraremos uma outra resposta a Questdao Q6.54, de natureza diferente. Paciéncia!
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EXERCICIO x6.131.
E se nédo sdo habitados? Ou cotados? (x6.131HO0)

EXERCICIO x6.132.
Expresse essas leis usando apenas diagramas comutativos. (x6.132H0)

EXERCICIO x6.133.
Sejam A, B habitados e cotados. Mostre que, em geral, ndo sdo garantidas as Demonstre:

sup(A-B) =supA-sup B inf(A-B) =inf A-inf B

mas, adicionando uma hipotese interessante demonstre que ambas sédo vélidas. (x6.133H1)

§154. MCT, NIP, CCC, B-W

©6.112. Monotone Convergence Theorem (MCT). Toda seqiiéncia monétona e
cotada é convergente:

(MCT) monoétona & cotada = convergente.

DEMONSTRAGAO. Seja (ay), seqiiéncia crescente e sup-cotada. Logo {a,}, sup-cotado e
logo seja s o seu supremum. Vou demonstrar que (a,), — s. Seja € > 0. Pela escolha de
s, s —e nado pode ser sup-cota da (a,),, e logo seja N tal que ay > s —e. Temos entdo
s—e <an <s. Como (ay), crescente, temos s —e < (a,), sy < 8. Logo (a,), sy C Be(s). |

EXERCICIO x6.134.
Seja 0 < ¥ < 1. Demonstre que (9"), — 0 (ja demonstrado no Exercicio x6.134), mas

essa vez construa uma nova demonstragio, para obté-lo como corolario simples do MCT
(@6112) (x6.134H1234)

©6.113. Teorema Bolzano—Weierstrass (B—W). Toda seqiiéncia cotada de reais
tem subseqiiéncia convergente:

(B-W) cotada = subseqiiéncia convergente.
DEMONSTRAGAO.
Seja (an),, cotada.

Logo (a,),, possui subseqiiéncia monétona (e cotada) (an,),. (Teorema ©6.108)
Logo a subseqiiéncia (a,,); € convergente. (MCT (06.112))
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©6.114. Nested Intervals Property (Cantor) (NIP). Seja (I,)
nhada de intervalos fechados, cotados, e habitados, ou seja, tais que

n Seque€ncia amnl-

Ihy2h1 22132
Logo, a intersec¢do deles é um intervalo fechado e habitado. Ainda mais, se (diam(l,,)), —
0, entao a intersecao é um singleton.
DEMONSTRAGAO. Sejam, para cada i, a;,b; 0s reais tais que I; = [a;,b;]. Como os inter-
valos da (I), s@o aninhados, temos

ap <ay <az<az <o < b3y < by < by < by

Considere a seqiiéncia (a,),. Ela é crescente e sup-cotada (pelo by). Logo seja a, =
sup,, a, = lim, a,,. Similarmente, seja b,, = inf,, b, = lim, b,. Gragas a ti (que tu vai fechar
esses detalhes no Exercicio x6.135) temos:

(an)y €00 <bo < (bn), € [ )In=law. b

e logo habitado pois a., < b,. Supondo que (diamI,,),, — 0, calculamos:

d(ay,b,) = by — ay
= lim,, b,, — lim,, a,,
= lim,, (b, — an)
= lim,, d(an, b,)

= lim,, diam(Z,,)

=0
e logo a, = b,. Logo N, In = [a.,b.] € o singleton {a, = b, }. |
EXERCICIO x6.135.
Feche o que faltou para fechar na demonstracao do ©6.114. (x6.135H0)

EXERCICIO x6.136.
Demonstre que as hipoteses do NIP (©6.114) sobre os intervalos serem fechados e cotados
Sa0 necessdrias. (x6.13610)

©6.115. Cauchy Convergence Criterion (CCC). Toda seqiiéncia de reais autocon-
vergente é convergente:

(CCC) autoconvergente = convergente.
DEMONSTRAGAO.
Seja (an), autoconvergente.
Logo (ay),, cotada. (Corolario 6.104)
Logo (a,),, possui subseqiiéncia convergente. (B-W (06.113))
Logo (an),, convergente. (Teorema ©6.107)
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BEOIDIOM finish

TODO

§155. Propriedades arquimedeanas

fix

6.116. Considere as proposicoes seguintes sobre o conjunto dos reais positivos:
Ry néo é cotado (Ve)(3n € Ry)[1/n < €] (Vs)(¥b)(In € Ry)[b/n < s]
(Ve)[eRy néo é cotado] (Ve)(3n € Ry)[ne > 1] (Vb)(Vs)(In € Ry)[ns > b].

Ha diferenga entra as duas da tultima coluna? Como chamarias cada uma no «nivel
coragio»?

D6.117. Definicao (infinitamente pequeno ou grande). Sejam u,v reais positivos.
Dizemos que:

u alcanca subindo o v <% (3In € Ry)[un > v];

u alcanca descendo o0 v <% (3n € Ry)[u/n < v].

Sejam b, s reais positivos. Chame b de infinitamente grande sse existe positivo v que néo
alcanga subindo o b; Chame s de infinitamente pequeno sse existe positivo u que n&o
alcanca descendo o s.

Com essa terminologia, as tltimas duas proposi¢des acima viram pronunciaveis assim:

s ndo é infinitamente pequeno b nao ¢ infinitamente grande
(Vs) (Vb) (3In € Ry)[b/n < s] (Vb) (¥s) (In € Ry)[ns > b].
b alcanga descendo o s s alcanga subindo o b

©6.118. Teorema. O Ry ndo é cotado.

DEMONSTRAGAO. Suponha que Ry cotado, e logo seja s = sup Ry (pelo axioma da com-
pletude, pois Ry habitado também). Considere o s — 1. Temos s —1 < s, e logo s — 1 néo
é uma sup-cota do Ry. Logo seja n € Ry tal que s —1 < n. Como Ry é (+1)-fechado, logo
n+ 1€ Ry. Mas s < n + 1, contradizendo que s > Ry.

6.119. Corolario. (Ve >0)(3N)[L <e].
6.120. Corolario. (Ve > 0)[eRy néo é cotado por cima].

©®6.121. Teorema. O R é arquimedeano, ou seja: para todo x,y € R,

x>0 = (In €Ry)[zn >y].
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§156. Raizes

©6.122. Teorema. Seja 0 < a < 1. Logo a seqiiéncia de reais (a,), definida pelas

ap =0
1 2
apt1 = ap + §(a —a’)

converge ao +/a.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente demonstramos que a (a,), € crescente e sup-cotada
(Exercicio x6.137). Logo ela é convergente, e logo seja ¢ = lim,, a,,. Basta calcular que
2 =2:

¢ = (lim, a,)* (escolha de /)

(Exercicio x6.137)

EXERCICIO x6.137.
Feche a demonstragao do ©6.122: (i) (a,,),, € crescente; (ii) (an),, € sup-cotada; (iii) £2 = 2. (scusrm1)

©6.123. Teorema. Existe real h tal que h? = 2.

DEMONSTRAGAO. Seja A = {z | 22 <2}. Como A é habitado (x6.138) e sup-cotado
(x6.139), logo seja h = sup A4, pelo (R-Compl-lub). Para demonstrar que h? = 2, basta
eliminar os outros dois casos: h? < 2; h? > 2.

CASO h? < 2. Para eliminar este caso, acharemos um membro de A, maior que h, assim
contradizendo a escolha de h como sup-cota (h > A). A esperanga é que vamos conseguir
aumentar h um tiquinho tao pequeno que seu quadrado vai continuar sendo menor que
2. Vamos apelar tal real de hy. Teremos entdo hy > h e h% < 2; e isso implicaria hy € A
(pela definigao de A):

h<hyeA
e logo h # A, e teremos nossa contradi¢gio. Como h? < 2, logo seja ¥ > 0 tal que
h? 419 < 2.
Basta achar € > 0 pequeno o suficiente para que h + ¢ serve ser nosso desejado h:
(h4¢e)> <h?+0 <2
. 9 —~—
Seja e = TR Calculamos: hey
(h+¢)* = h? + 2he + &2
< h*+2he+e¢ (pelo Exercicio x6.32)
=h*+ (2h + 1)e
=h*+(2h+1) 1 (pela escolha de ¢)
=h+9
< 2. (pela escolha de o)

CASO h? > 2. Para eliminar este caso, vamos achar uma cota superior h_ de A, melhor
(menor) que h, assim contradizendo a escolha de h como melhor sup-cota. Essa parte é
toda tua (x6.140). |
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EXERCICIO x6.138.
Mostre que o A da demonstracao do ©6.123 é habitado. .. (x6.138H1)

EXERCICIO x6.139.
...e sup-cotado também. .. (x6.139H 12

EXERCICIO x6.140.
...e mostre que h? ¥ 2, para eliminar o caso que deixei pra tu, fechando assim tudo que
ficou aberto na demonstragio do Teorema ©6.123. (x6.140110)

6.124. Corolario. Os racionais nao satisfazem a especificacdo dos reais.

DEMONSTRAGAO. Imediato pois ja demonstramos que nio existe racional ¢ com ¢2 = 2. |

§157. Densidades

©®6.125. Teorema. Os racionais sdo densos nos reais, ou seja: para todo z,y € R,

r<y = (JgeQ)z<g<y]

©®6.126. Teorema. Os irracionais sdo densos nos reais, ou seja: para todo z,y € R,

r<y = (F¢Q)z<i<yl.

§158. Cardinalidades infinitas

©6.127. Teorema (Cantor). Existe seqiiéncia (q,),, tal que {¢,}, = [0,1] N Rg.

DEMONSTRAGAO. Seja

€

(Qn)n

)

YIS

) ) 9 ) ) 3 )

“gef 0
1 9

oo
I
o

1
) 4’

N DO
w| o
W =
Wl N
wlw
= O

e
N

g

(Formalmente definir essa seqiiéncia é o Problema 116.4.) i

©6.128. Teorema (Cantor). Nao existe seqiiéncia (t,), tal que {t,}, = [0,1]. Equiva-
lentemente: para qualquer seqiiéncia (t,),,, € quaisquer reais a < b, existe w € [a,b] tal que
w ¢ {tn},. Ou seja, nenhuma seqiiéncia consegue “cobrir” um intervalo: tem habitates
que nunca serdo contados pela seqiiéncia; conseguem escapar dela.

ESBOCO. Sejam a,b reais com a < b e (t,), seqiiéncia de reais. Construimos um real

w € [a,b] tal que

n

(Vn)[t, # w].
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Caso que a seqiiéncia (¢,), nunca entra no [a,b], seja w € [a,b] e temos nosso testemunha
e acabou. Caso que a seqiiéncia s6 pega um valor t € [a,b], seja w € [a,b] \ {t}, e acabou.
Caso contrario, a seqiiéncia pega pelo menos dois distintos valores no [a,b]. Chame /¢,
o menor deles, e r; o maior. Como ¥¢; < ry, seja I = [¢1,r1]. Repetimos a mesma idéia
no I; para obter ou um testemunha w (nos dois primeiros casos), assim acabando com
a demonstracdo; ou dois distintos reais ¢35 < ro no [¢1,71] definindo assim o Iy = [f2,73].
Continuando assim acabamos definindo ou N intervalos chegando num tltimo intervalo
Iy pois nao tem mais dois distintos membros nele contados pela seqiiéncia para continuar,
ou uma seqiiéncia de intervalos (I,,),; e note que sao aninhados, fechados, e habitados, e
logo sua intersegao (), I,, ¢ habitada. No primero caso acabamos com

a=ly<l<l<---<ly < 7TN<--<ra<ri<rg=b
no segundo com
a="ly</l; <ly<--- <y <1y <1 = b

Note que a (I,), é uma seqiiéncia de intervalos aninhados, fechados, e habitados e logo
N, In € habitada também e qualquer habitante dela serve como testemunha. [

6.129. Observagao. A importancia desse teorema é assustadora—algo comprovado pe-
los eventos historicos logo depois de tal descoberta de Cantor. Dedicamos um capitulo
inteiro (Capitulo 13) no assunto—onde também encontramos uma outra demonstragao
(também de Cantor) muito mais elegante—mas por enquanto basta apreciar que temos
um primeiro toque de cardinalidades infinitas distintas e compardveis: uma estritamente
maior que a outra! Num lado, temos a cardinalidade do N, que é nosso conjunto de indi-
ces, e mesmo podendo ter um real para cada tal indice, o intervalo [a,b] é tdo populoso
que nao tem como contar todos os seus membros usando nossa seqiiéncia. Tais conjuntos
chamamos de incontéveis.

§159. Representaciao geométrica

LKCIBJON Expansdo como instrucdes

Intervalo de problemas

» PROBLEMA I16.4.
Defina mesmo a seqiiéncia (g,), que eu “pseudodefini” no Teorema 06.127. (116.4T0)

©6.130. Teorema (Ramsey). Seja p,A L {SC A | |A|=n}. Sejam A, B, N tais que
2N = AU B. Logo existe M C N tal que: (i) M é infinito; e (ii) M C A ou M C B.

» PROBLEMA II6.5.
Dado o teorema acima, demonstre o Teorema ©6.108 como corolario. (TI6.5H0)
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§160. Liminf e limsup

D6.131. Definicdo. Seja (a,), uma seqiiéncia de reais. Definimos

. . def . . def .
lim inf,, a,, = sup,, inf;>, a; lim sup,, a,, = inf,, sup;~.,, @;.

Usamos também lim, para o liminf, e similarmente lim, para o limsup,,.

JROIBIOM claborar e adicionar desenhos sobre os lim sup e lim inf
6.132. Observacao. Seja (ay), seqiiéncia bounded e seja

M :=limsup,, a, = lim,sup{ax | k>n}.

Logo
(Ve > 0)(AN e N)(Vn > N)[M —e <sup{ax | k>n} <M +¢].

6.133. Critérion. Seja (a,), bounded. Logo

. an < M + ¢ eventualmente para todos os n’s
M =limsup,, a, <= (Ve >0) . . . . |3
ay > M — ¢ para uma quantidade infinita de n’s

o a, > m — ¢ eventualmente para todos os n’s
m = liminf, a, < (Ve > 0) ] . . e
a, < m + ¢ para uma quantidade infinita de n’s

BEOIPIOM demonstrar

LEOIPIOM claborar e conectar com os equivalentes operadores em conjuntos

§161. Séries

D6.134. Defini¢ao. Seja (a,), uma seqiiéncia de reais. Considere os niimeros

50:0
S1 = Qg
So = ag + aq

s$3 =ap + a1+ az
n—1

Sp = E a;
1=0

dos somatoérios parciais (ou iniciais) da (a,),,. Escrevemos

e} n—1
E an como sindnimo de lim,, E a;
n=0 i=0

lim,, sp,
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e naturalmente usamos frases como «a série y_  a, converge», etc. Dizemos que a série
>, an diverge sse (sy), diverge.

EXERCICIO x6.141 (expansdo binaria).
o0 1
> =1. (x6.141H0)

n=12m7

EXERCICIO x6.142 (série harmeénica).

Oresme, Mengoli (uns 300 anos depois), e Bernoulli (uns 40 anos depois de Mengoli, no
ano 1682), independentemente demonstraram que a série harmonica (3>, 1) diverge.
Entre no clube deles fazendo a mesma coisa (uns poucos séculos depois):

— 1
Z E = 400
n=1
(x6.142H0)
add hints
EXERCICIO x6.143.
Bernoulli demonstrou que Y77, 25 converge. Faca a mesma coisa. (x6.143H0)

add hints

6.135. Problema de Basel. Achar uma “forma fechada” para o limite desta série era o
famoso problema de Basel, enunciado pelo Mengoli no ano 1650. Bernoulli nao conseguiu
resolver este problema, que acabou ganhando seu apelido pela cidade Basel, na Suiga,
em qual Bernoulli nasceu. E quem mais nasceu na mesma cidade? Euler, que conseguiu
resolver o problema no ano 1734, demonstrando que

= =—.
=n 6
Inesperadamente, essa resolugéo é relacionada & probabilidade que dois aleatérios ntime-
ros grandes sdo coprimos: escolhendo aleatoriamente inteiros no {1,...,n} a seqiiéncia
das correspondentes probabilidades tende ao reciproco do limite acima: 6/72. Tudo isso
é fora do nosso foco aqui, mas confio que tu achou, no minimo, interessante.

Intervalo de problemas

PROBLEMA I16.6 (constante (e)).
Podemos definir o nimero e, conhecido como constante de Euler (mas introduzido por
Bernoulli) por qualquer uma das

d_efil def y; 1_|_l !
e = Ok' € = 111y, n .

(i) Demonstre que a série acima converge; (ii) demonstre que a seqiiéncia acima converge;
(iii) mostre que Y00 o & =lim, (1+1)"; (iv) (vn > 1)[0<e—s, < -+ ], onde (s,), ¢ a

n

seqliéncia dos somatorios parciais da série; (v) conclua que e é um ntmero irracional.  (16610)
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§162. Funcdes reais

Elaborar
D6.136. Defini¢ao (fungao real continua). Sejam X, Y CR, f: X - Y, e 29 € X.
Chamamos

f continua no z, << (Ve > 0)(30 > 0)
(Vx € X)[x,xo séo §-perto = fx, fxg sdo e-perto].

Dizemos que f é continua sse ela é continua em cada ponto do seu dominio.

6.137. Continuidade como jogo.
Escrever

A6.138. Lema (preservacao de sinal). Seja f : A — R continua no a com fa # 0.
Logo existe Bs(a) tal que f ndo muda sinal nela.

EsB0gO. CASO fa > 0. Usamos a continuidade da f no a com ¢ := fa, assim ganhando
um § > 0 tal que todos os d-perto de a sdo mapeados e-perto de fa. Logo todos sdo
positivos.

CASO fa < 0: similar. [l

©6.139. Teorema (Bolzano). Seja f: A — R continua em todo ponto dum intervalo
[a,b] tal que (fa),(fb) tém sinais opostos. Logo existe w € (a,b) tal que fw = 0.

EsBo¢o. CASO fa < 0 < fb. Observe que podem exisir varios w € (a,b) com fw = 0; a
gente precisa achar um tal w. Seja

L={z€lab] | fr<0}.

Observe L # () (pois a € L) e ele é bounded above (por b), e logo possui supremum: seja
w :=sup L. Basta demonstrar que (i) fw =0; (ii) a < w < b. (i) Pela tricotomia da ordem
basta eliminar as possibilidades fw > 0 e fw < 0. Fazemos isso usando a continuidade
da f e o Lema A6.138. supondo a primeira chegamos na contradi¢ido de achar um upper
bound de L menor que w; supondo a segunda chegamos na contradicdo que o w nao é
um upper bound. (ii) Temos w € [a, b], basta eliminar as possibilidades de w =a e w =b:
imediato pois fw =0 e fa, fb # 0.

CASO fb < 0 < fa: similar. ]

D6.140. Defini¢ao (preserva limites). Seja f: A — R. Dizemos que f preserva os
Iimites sse para toda seqiiéncia convergente (a,,),,

f(lim, a,) = lim,(fa,).

6.141. Critérion. Seja f: A — R.

f continua <= f preserva os limites.
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BNOIBIOM Demonstrar

§163. Convergéncia pointwise (ponto a ponto)

D6.142. Definicao (pointwise). Seja (f,),, : Seq (« — Real) uma seqiiéncia de fungoes
reais. Observe que para cada z : A, é determinada uma seqiiéncia de reais pelos valores
das f,’s nesse ponto: (f,x),. Se cada uma delas e convergente, definimos o limite
pointwise da (f,), para ser a funcdo f:« — R definida pela

[z =1lim, (f,z).

Dizemos que (f,), converge pointwise (ou ponto a ponto) a f:

(o = [ < (v2)[(fa 2), = f 2]
= (Vz)(Ve > 0)(3N)(Yn > N)[d(fn x, f x) < €]
<~ (Ve>0)(Vz)BN)(Vn > N)[d(fn z, [ x) < e].

» EXERCICIO x6.144.
Seja (fn),, : Seq ([0,1] — Real) a seqiiéncia definida pelas

fn :[0,1] — Real

fnx=2z"

A (f,),, converge alguma funcéo pointwise? (x6.144T10)

D6.143. Definicao (uniformemente). Sejam (f,), : Seq (o« — Real) e f : @ — Real.
Definimos

(Fa)y = | €5 (Ve > 0)@EN)(Va)(¥n = N)[d(fo . f @) <e].
Dizemos que (f,), converge uniformemente a f.

» EXERCICIO x6.145.
Compare as duas nogdes de convergéncia: pointwise (D6.142) e uniforme (D6.143). (x6.145H0)

» EXERCICIO x6.146.
Defina as nogdes de pointwise autoconvergente e uniformemente autoconvergente. (x6.146HO)

Intervalo de problemas

IROIBJOM Add problems
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§164. Os complexos

elaborar

§165. Os surreais

elaborar

Problemas

PROBLEMA II6.7.
Dado que ambos os e, 7 sdo transcendentais, mostre que pelo menos um dos e + 7, em é
transcendental. (T16.7H12)

PROBLEMA I16.8.
Na Observagao 6.21 afirmei que as duas formalizagées sdo equivalentes. O que isso
significa mesmo? Enuncie e demonstre. (116.8110)

PROBLEMA I16.9.
Demonstre que ndo tem como definir uma ordem no corpo dos complexos em tal forma
que ele vira um corpo ordenado. (116.9H0)

Leitura complementar

[Abb15], [Spi06], [Apo67], [Taol6], [Har08], [LS14]. [Knu74].



CAPITULO 7

TIPOS

§166. Tipos produto

S7.1. Especificagao (Produto binario). A partir de quaisquer tipos a e 8 podemos
formar o tipo do seu produto que denotamos por a x 3:

: Type B8 : Type
F @
(()-Form) ax fB:Type

H& duas maneiras de utilizar um habitante w : ax 3, ou seja, duas perguntas que podemos
fazer: «qual teu componente esquerdo?» e «qual teu componente direito?». Assim:

. w:ax w:aXxf
((x)-Elim) w.l:«a w.r:f

Para construir um habitante do tipo a x 3 precisamos fornecer tais duas informagoes,
sendo uma de tipo « e outra de tipo 3:

a:a b: 8

((x)-Intro) @b axB

Aqui termina a descri¢do da parte estdtica. A parte dindmica (computacional) é deter-
minada pelas equagdes abaixo que governam os habitantes deste tipo. Separamos tais
equagoes nas

((x)-B) (a,b) . 1=a (a,b).r=>0

que estabelecem o que acontece se tentar introduzir (construir) e logo depois eliminar
(usar); e na

((x)-n) (w.Lbw.ry=w.

que estabelecem o que acontece se construir algo a partir do que obtemos apenas usando
uma tal tupla.

7.2. Observagao. Asequacoes (3) estdo dando uma alma computacional aos habitantes
de a x B3, especialmente quando sao lidas de forma direcionada onde as expressoes mais
complexas (& esquerda) sdo substituidas pelas expressoes mais simples (& direita) durante
um calculo. As equagdes (n) também, e correspondem em garantias de unicidade e de
auséncia de lizo. Como exemplo, considere a ((x)-1): se o w carregasse mais informagc&o
(lixo) além das duas que podemos obter a partir da interface que temos (eliminadores),
formando o (w.l,w.r) ndo seria garantido de criar o proprio w.
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? Q7.3. Questao. Tendo definido produtos 2-arios, como generalizarias para definir pro-
dutos n-arios para qualquer n > 07

S7.4. Especificagao (Produto finito). Precisivamos 2 tipos para formar o tipo de
produto binario (deles), agora para o produto n-ario precisamos n tipos: dados aq,...,a,
podemos formar o tipo do seu produto que denotarei por Prod(ay, ..., ay):

aq : Type e ay ¢ Type

Prod-Fi
( ro orm) Prod(aq,...,a;,) : Type

Tivemos 2 maneiras de utilizar habitantes do produto 2-ario, logo temos n maneiras de
utilizar habitantes do produto n-ario:

(Prod-Elim) w : Prod(ay, ..., an) w: Prod(aq,...,apn)

w.l:o w.n:a,

Precisavamos 2 informagdes para construir habitantes do produto 2-ario (uma de cada
tipo envolvido), logo precisamos n informagdes para construir habitantes do produto
n-ario:

ay . 0 Ap @ Oy

(Prod-Intro) (a1, ...,an) : Prod(ay,...,an)

A parte computacional da 2-aria tinha 2 equagoes-(f8), portanto temos n para a n-aria:
para cada i =1,...,n, a seguinte:

(Prod-B3) (ay,...,a,).i=aj.
E similarmente sobre (n):

(Prod-n) (w.1,...,w.n) =w.

? Q7.5. Questao. Tendo definido produtos n-arios para qualquer n > 0, como parece o
caso especial de produtos 0-arios?
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7.6. Produto nulario. A partir do nada podemos formar o tipo do produto nulario
que denotamos por 1:

(1-Form) 1: Type
Temos 0 (nenhuma) pergunta que podemos fazer aos habitantes de 1:
(1-Elim)

Correspondentemente, precisamos 0 informagoes para construir um habitante de produto
0-ario:

(1-Intro) 0:1

(Nenhuma informagao foi incluida nessa construcéo, e logo nenhuma informagao pode
ser extraida.) A parte computacional do 2-ario tinha 2 equagdes-(§), portanto temos 0
para o 0-ario:

(1-B)
Mesmo assim temos algo interessantissimo parte de (1):
(1-n) () =w

que garanta que este tipo tem um tnico habitante, o ().

§167. Tipos soma

S7.7. Especificagdao (Soma binaria). A partir de quaisquer tipos a e B podemos
formar o tipo da sua soma que denotamos por a + 3:

: Type 8 Type
F @
((+) orm) a+ B : Type

Temos duas maneiras de construir um habitante do tipo « + 8: uma embute nele uma
informagéo do tipo «, e a outra uma do tipo S:

a:o b:p

((x)-Intro) Tw:at3 T wia+ g

Tendo mais que um construtor, o uso de tais habitantes é por um case-analises, e necessita
uma fungéo-receita para cada possibilidade:

w:a+ fra—ny g: 08—

{I.x»ﬁfx}
case w of Ty
r-y—gy

((+)-Elim)

Aqui termina a parte estatica. A parte computacional consiste das equacoes:

((+)-B) casel.a of {:Z:g;} =fa case r. b of {:z:ggﬂ =gb
l.o—=l.x
((+)-m) case w of {r.yn—>r.y] -
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S7.8. Especificagdo (Soma finita). Precisavamos 2 tipos para formar o tipo de soma

binéria (deles), agora para a soma n-aria precisamos n tipos: dados aj,...,a, podemos
formar o tipo do sua soma que denotarei por Sum(ay,...,a,):

: T e : T
(Sum-Form) Q1 Ype O YPE

Sum(aq,...,an) : Type

Tivemos 2 maneiras de construir habitantes da soma 2-4ria, logo temos n maneiras de
construir habitantes da soma n-aria:

ay @ QAp, ¢ Oy

(Sum-Intro) Tw:athd T niw:ia+

Além do habitante w que queriamos usar precisavamos 2 fung¢des-auxiliares com o mesmo
codominio v e nosso uso com o case-of teve 2 linhas-casos; agora precisamos n fungdes-
auxiliares e o case-of tem n linhas-casos:

w:Sum(ag, ..., o) fiiar =~ i, =
(Sum—Elim) 1. Ty — f1 X1
case w of ¢ : Ty

n.z, — fn Ty

A parte computacional da 2-aria tinha 2 equagoes-(f3), portanto temos n para a n-aria:
para cada i =1,...,n, a seguinte:

1. T — fl T
(Sum-B) case i.ap of ¢ : = fi a;.

n.x, — fnx,
E similarmente sobre (n):

1. Tr1 1. T
(Sum-n) case w of ¢ : =w.

n.z,—n.x,

Q7.9. Questao. Tendo definido somatorios n-arios para qualquer n > 0, como parece o
caso especial de produtos 0-arios? Tendo definido o produtério 0-ario, como deveria ser
o somatoério 0-ario?
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7.10. Soma nularia. Precisavamos 2 tipos para formar o tipo de soma binaria (deles),
agora para a soma 0-aria precisamos 0 tipos, ou seja nada: a partir do nada podemos
formar o tipo da soma nularia que denotamos por 0:

(0-Form) 0: Type

Tivemos 2 maneiras de construir habitantes da soma 2-aria, logo temos 0 maneiras de
construir habitantes da soma 0-aria:

(0-Intro)

Além do habitante w que queriamos usar precisavamos 2 fun¢des-auxiliares com o mesmo
codominio v e nosso uso com o case-of teve 2 linhas-casos; agora precisamos 0 fungdes-
auxiliares e o case-of tem 0 linhas-casos:

‘ w:0
(0-Elim) case wof {]:v

A parte computacional da 2-aria tinha 2 equagdes-(B), portanto temos 0 para a 0-aria:
(0-8)
Mesmo assim temos algo na parte de (n):

(0-n) case w of {]=w

§168. O tipo Unit

S7.11. Especificagao (Unit). A partir do nada podemos formar o tipo Unit:
(Unit-Form) “Unit : Type

Temos s6 uma maneira de construir habitantes do tipo Unit:

(Unit-Intro) & Unit

Nenhuma informagédo entrou no processo de construcédo, e logo ndo temos nenhuma
maneira de extrair informagao:

(Unit-Elim)

Sem maneiras de utilizar ndo temos também equagdes ([3):
(Unit-B)

Finalmente a (1) expressa que x é o inico habitante do Unit:

(Unit-1) *x = w.
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§169. O tipo Empty

S7.12. Especificagao (Empty). Empty é um tipo:

(Empty-Form) “Empty : Type

Nao ha maneiras de construir habitantes do tipo Empty:

(Empty-Intro)

Assim, tendo um habitante de Empty podemos solicitar habitantes de qualquer tipo ~:

(Empty-Elim) _w:Empty
boom., w : v

Sem maneiras de utilizar ndo temos também equagdes ([B):

(Empty-$3)

Finalmente a (1) do Empty:

(Empty-1) boomg oty w = w.

§170. Tipos fungao

S7.13. Especificagao (Fungao). A partir de quaisquer tipos « e 3 podemos formar o
tipo de fungdes de o para 3 que denotamos por a — f:

: Type B : Type
-F a: lyp
((_>) Orm) a — B : Type

Este tipo é caraterizado pela sua eliminag&o. Temos uma tnica maneira de usar uma
funcdo f : o — B para extrair uma informagéo dela: aplicé-la em algo de tipo «a; e o que
obtemos é algo de tipo 8:

)-Elim fra—=p a:«
((=)-Elim) 2
Chegamos no ponto onde precisamos explicitar a informagéo dos contextos:
'z:akb:p

((=)-Intro) TFa. b a3

Aqui termina a parte estatica. A parte computacional consiste do passo computacional
chamado (f3)-redugao:

((=)-B) (Az.b) a v bz :=q]
e da (n)-conversao:

((=)-m) e fxon f
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§171. Implementacdes de tipos

7.14. Por enquanto aceitamos apenas que nosso sistema de tipos possui (nos permite for-
mar) somas finitas e produtos finitos—note que isso inclui 0s 0 e 1 como casos especiais—e
também tipos de fungdes. Nesta seccdo vamos ver como podemos implementar uns tipos
desejados, como os booleanos e os Maybe o que conhecemos no Capitulo 4. Comegamos
com a especificagdo do tipo dos booleanos:

S7.15. Especificagao (Bool). Bool ¢ um tipo:

(Bool-Form) Bool : Type

Ha duas maneiras de construir habitantes de Bool, ambas sem precisar mais informacao:

(Bool-Intro) - Bool it : Bool

Utilizamos booleans com o if-then-else, para qual precisamos fornecer dois valores do
mesmo tipo:

b : Bool w:y vy
if b then u else v : vy

(Bool-Elim)
Computamos com os booleanos assim:

(Bool-B3) if f then v else v = v if t then u else v = u.
E a (n) do Bool:

(Bool-n) if b then tt else f = b.

D7.16. Implementacao (Bool). Definimos:

def

Bool=1+1

que significa que nossos booleanos serdo representados por habitantes do tipo 1+ 1, mas
isso néo é suficiente: precisamos definir os ff, &, que definimos assim:

def

ff=1.x

def
t=r.x

mas ainda nao terminamos. Falta implementar o if-then-else:

. e l.
|fbthenuelsevd:fcasebof{ x»—>v}
r.r—u

Ainda precisamos mostrar que todas essas construcoes sdo de fato factiveis com as mes-
mas premissas (nenhuma no caso da formacgao e da introdugéo, e trés no caso da elimi-
nacdo). Faras isso no Exercicio x7.1. E ainda mais, falta verificar que as equagoes () e
(n) sd@o satisfeitas (Exercicio x7.2).



280 Capitulo 7: Tipos

EXERCICIO x7.1.
Verifique que as construgdes envolvidas na Implementacao D7.16 sdo de fato factiveis a
partir das premissas de cada uma.

EXERCICIO x7.2.
Verifique que a Implementacao D7.16 satisfaz as equagoes (8) e (n).

§172. Tipos tém légica

§173. Aritmética de tipos

D7.17. Defini¢ao (Tipos isomorficos). Sejam «, tipos. Dizemos que a, 3 sdo iso6-
morfos ou isomoérficos sse existem fungoes

tais que
go f=idas fog=idg.
Escrevemos a = f.

EXERCICIO x7.3.
(+)-comutatividade

EXERCICIO x7.4.
(+)-identidade.

EXERCICIO x7.5.
(+)-associatividade

EXERCICIO x7.6.
(x)-identidade.

EXERCICIO x7.7.
(x)-associatividade

EXERCICIO x7.8.
(x)-comutatividade

(x7.1HO)

(x7.3H0)

(x7.4HO0)

(x7.5H0)

(x7.6H0)

(x7.7HO)

(x7.8HO0)



EXERCICIO x7.9.
distributividade: §(a + 8) & da + 3

EXERCICIO x7.10.
anulador: a-0=0

EXERCICIO x7.11.

2 ~

a” =a- o

EXERCICIO x7.12.
007

EXERCICIO x7.13.
0xx=?

EXERCICIO x7.14.
1o~1

EXERCICIO x7.15.

1~

o =«

EXERCICIO x7.16.
a1

EXERCICIO x7.17.
(yP)x 22 AP

EXERCICIO x7.18.
§otB o~ ga . 58

EXERCICIO x7.19.
(a+p)? =7
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(x7.9H0)

(x7.10HO0)

(x7.12HO0)

(x7.13H0)

(x7.14HO)

(x7.15H0)

(x7.16H0)

(x7.17HO)

(x7.18H0)

(x7.19HO0)



CAPITULO 8

COLECOES

Neste capitulo estudamos uns tipos de dados fundamentais para matematica. Comegamos com o
conjunto, e logo depois encontramos seus tipos-amigos: tuplas, seqtiéncias, e familias indexa-
das. Note que ja temos encontrado esses tipos de dados, e até trabalhado com eles nos capitulos
anteriores mas agora é a sua vez de virar o foco do nosso estudo. Como nés vamos apreciar
no Capitulo 16, a linguagem e teoria dos conjuntos oferecem (podem servir como) fundamen-
tos de matemdtica, mas por enquanto nos importa apenas nos acostumar com esses tipos, seus
habitantes, suas operagoes e relacgées; aprender usé-los e nada mais!

§174. Conceito, notacao, igualdade

Q8.1. Questao. O que significa ser conjunto?
Cantor deu a seguinte resposta:

D8.2. “Defini¢do”. Um conjunto A é a coleccio numa totalidade de certos objetos
(definidos e separados) da nossa intui¢do ou mente, que chamamos de elementos de A.

EXERCICIO x8.1.
Qual é o problema principal com a defini¢do acima? (x8.1H0)

8.3. Mudar a pergunta. A (8.1 é a pergunta errada para perguntar aqui—é uma
pergunta para quem quer implementar conjuntos responder. As perguntas certas sdo:
(i) o que podemos fazer com um conjunto; (ii) o que precisamos fazer para construir um
conjunto; e (iii) o que significa igualdade entre conjuntos. Ou seja, precisamos abordar,
como sempre, atravez de uma especifica¢ao.

8.4. Collegdo vs conjunto. O uso da palavra conjunto pode variar de contexto para
contexto mas destacamos antes de tudo uma propriedade linguistica que aplicara sempre
estamos falando de um conjunto S: esté propriamente referido usando o modo singular.
A idéia é que ele existe como um (um!) objeto de estudo na nossa mesa, visivel no nosso
mundo matemaético. Tal S da nossa mesa, costuma representar ou corresponder a uma
colecdo de outros objetos (também visiveis e existentes no nosso mundo). Usaremos
aqui a palavra colecdo sempre na metalinguagem para referir a uma pluraridade de
objetos. Nesse caso o uso do modo singular é apenas um modo de falar e sempre deve
ser visto como uma abreviagdo de uma frase em modo plural, referindo aos membros de
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tal colegdo. Mesmo quando damos um nome (como C, D) para uma colegio, falamos dos
seus membros usando esse C mesmo e no plural: «todos os C séo legais, mas uns dos
D n&o sdoy». Cuidado pois podemos referir a uma colegdo C no singular como no «os
membros da C' sdo legais» mas isso ndo presuponha que existe um objeto C' na nossa
mesa mesmo, acessivel pelo nosso sistema de defini¢oes e demonstragdes. E apenas uma
ferramenta (meta)linguistica.

D8.5. Notagao. A notagdo mais simples para denotar um conjunto é usar chaves (o0s
simbolos ‘{’ e ‘}’) e listar todos os seus elementos dentro, os escrevendo numa ordem
da nossa escolha. Por exemplo:

A:{Oal} E:{273a{5a7}7{{2}}}
B={N,Z,Q,R} F = {Thanos}

C={2} G ={1,2,4,8,16,31, A, B,N}

D =1{2,3,5T7} H = {Thanos, Natal, {E, {F,G}}}

8.6. Em muitos textos os conjuntos cujos elementos s&o “do mesmo tipo” sdo chama-
dos homogéneos, e os outros heterogéneos. Deixamos sem explicacdo o que significa “do
mesmo tipo”, mas, naturalmente, consideramos os A, B, C, D, F' da Notacao D8.5 homogeé-
neos e os E, G, H heterogéneos. Até o {{1,2},{{2,3},{3,4}}} acaba heterogéneo se olhar
bem: um dos seus membros é conjunto de numeros, mas o outro é conjunto de conjuntos
de numeros.

Todos os conjuntos que acabamos de escrever aqui sdo finitos, seus elementos séo co-
nhecidos, e ainda mais sdo poucos e conseguimos listar todos eles. Nenhuma dessas trés
propriedades é garantida! Se ndo temos a tltima fica impréctico listar todos elementos,
e quando nao temos uma das duas primeiras, é plenamente impossivel. Considere por
exemplo os conjuntos seguintes:

X = o conjunto de todos os niimeros reais entre 0 e 1
Y = o conjunto dos assassinos do Richard Montague

. . . !
Z = o conjunto de todos os ntimeros naturais menores que 22°¢.

D8.7. Notagao (Set builder). Uma notagao diferente e bem util é chamada notagéo
set builder (ou set comprehension), onde escrevemos

{z:a| ...z...}:Seta
para denotar «o conjunto de todos os habitantes x do tipo « tais que ¢(z)» .53 Entendemos
que no lado direito escrevemos o filtro, uma condi¢do definitiva, e nao algo ambiguo ou
algo subjectivo. Por exemplo, ndo podemos escrever algo do tipo

{p:Person | p é uma pessoa linda}.

Mas como podemos formalizar o que é uma condicao definitiva? Bem, concordamos
escrever apenas algo que podemos (se precisarmos e se quisermos) descrever na linguagem

53 Na literatura aparecem também os sfmbolos ‘:” e ¢;’ em vez do * | ’ que usamos aqui.
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que temos usado para denotar proposi¢des onde possivelmente aparece a variavel .54
Tendo qualquer ¢ : a — Prop entdo, podemos formar o conjunto

{z:a| o)}
que é o conjunto definido pela

ac{z:a| o)} & o(a).

A notacio set builder é bem mais poderosa do que acabamos de mostrar, pois nos permite

utilizar expressdoes mais complexas na sua parte esquerda, e ndo apenas uma variavel.
Vamos investigar isso e mais variagdes logo na Secc¢ao §179.

8.8. Observagao. Na notacéo
{z | —z_}

temos um ligador de varidvel, pois o x no lado esquerdo liga todos os z’s que aparecem
no lado direito livres (e assim viram ligados). Por exemplo, o conjunto

{z ]| 2*<ay}

depende do y (mas néo do z).

! 8.9. Cuidado (Capturacgao de variavel). Podemos trocar o “dummy” = por qualquer
variavel que ndo aparece livre na parte direita, tomando cuidado para renomear as ligadas
também. Por exemplo

{z | 2?<ay}={z]| <2y}
Mas

{z |2 <ay}#F{y | v’ <uy}
pois o y que tava livre no “filtro” acabou sendo capturado pelo ligador no set builder:

dentro dos {...} perdemos o acesso no objeto denotado por y fora. O {y | y*> <yy} ndo
depende mais do y.

8.10. Sinénimos e fontes. As vezes usamos os termos familia e colec¢do como sinéni-
mos da palavra «conjunto»—mas veja a Nota 16.127 também. Seguindo uma practica
comum, quando temos conjuntos de conjuntos dizemos famidlia de conjuntos, e depois co-
lecgao de familias, etc., pois soam melhor e ajudam raciocinar. Com o mesmo motivo (de
agradar ou facilitar nossos olhos, ouvidos, ou cerebros humanos), as vezes mudamos (“ele-
vamos”) a fonte que usamos para denotar esses conjuntos: de A, B,C,... para A, B,C,...
para #,%,6, ... por exemplo, dependendo de quantos “niveis de conjuntamentos aninha-
dos” temos. Para ilustrar, imagine que ja temos definido uns conjuntos A, As, A3, B,C
e agora queremos falar sobre os conjuntos {4;, Az, A3} e {B,C} e dar nomes para eles.
Uma escolha razoével seria usar « e % para denotéa-los:

o ={A1, As, A3} % ={B,C}

mas isso é apenas questdo de costume. Nada profundo aqui.

54 A situacdio fica pouco diferente no uso da teoria dos conjuntos como fundamentos de matematica: ela
néo é sozinha mas vem acompanhando uma légica (muitas vezes logica da primeira ordem (FOL)) e nesse
caso 0 que permitimos como filtro varia de acordo com isso (Nota 16.105).
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8.11. Observagdo. Eu vou tentar usar a palavra colec¢do principalmente com seu sig-
nificado intuitivo e informal que suponho que tu entendes; deixando assim as outras duas
(congunto e familia) para usar na mateméatica.

8.12. Teaser. Em geral um conjunto (metaméatico) realmente representa uma colecgao
(a dos seus membros), mas como veremos no Capitulo 16 isso ndo é sempre o caso.
Encontramos colecgées que nao podem ser representadas por conjunto nenhum (o motivo
mais comum sendo que sdo grandes demais, algo que deve aparecer estranho ja que temos

conjuntos infinitos); mas pode ter outros motivos também!

8.13. Aviso. Mais duas palavras que as vezes séo usadas como sindnimos da «conjunto»
sdo as classe e espaco. Evitarei seu uso aqui por motivos diferentes para cada uma. A
primeira (viz. classe) é usada em teorias de fundamentos mateméticos, como teorias
axiomaticas de conjuntos, (Capitulo 16) e seu papel é exatamente isso: diferenciar o
conceito que ela denota por aquele de conjunto! A segunda, (viz. espago) da a idéia que
tal conjunto tem “algo mais” do que apenas seus membros: um certo tipo de estrutura
(Secgao §197): talvez alguma relagio, e/ou operagdes, etc.: «...mais que conjuntos:
espagos!» Temos espagos: métricos (Capitulo 17), topologicos (18), vetoriais (§268), so-
brios(!), poloneses, projetivos, afim, de Euclides, de Cantor, de Baire, de Borel, de Hibert,
de Banach, de Hausdorff (§351), de Fréchet, de Stone, e muitos mais de...muita gente
boa! E mesmo assim, ndo temos uma definigio matematica do que significa a palavra
(espago) sozinha! Note também que em linguagens naturais grupo ¢ mais uma palavra
que pode servir como sindénimo de «conjunto» mas em matematica ndo: no Capitulo 11
definimos o que essa palavra significa «grupo» em matematica e estudamos sua linda
teoria: a teoria dos grupos.

8.14. Tipos. Cada vez que introduzimos um novo tipo de objetos, devemos especificar:

(i) Como podemos formar (construir) habitantes desse tipo?
(ii) Como podemos usar (desconstruir) habitantes desse tipo?
(iii) Quando dois objetos desse tipo sdo iguais?

8.15. Black boxes. O conceito de black box (ou caixa preta) é uma ferramenta muito
util para descrever tipos. A idéia é que queremos descrever o que realmente determina
um objeto desse tipo, e esconder os detalhes “de implementacgao”, apresentando apenas
seu “interface”. Podemos entdo pensar que um conjunto A é um black box que tem
apenas uma ‘“entrada” onde podemos botar qualquer objeto x que desejamos, e tem
também uma luz que pode piscar “sim” ou “nao” (correspondendo nos casos r € Aex ¢ A
respectivamente).

Usamos o termo black box para enfatizar que ndo temos como “olhar dentro” desse apa-
relho, dessa caixa, e ver o que acontece assim que botar uma entrada; nossa tnica
informacéao sera a luz da caixa que vai piscar “sim” ou “néo”. Quando temos acesso nos
“internals” da caixa a gente chama de white box ou transparent box; mas nio vamos
precisar o uso desse conceito agora.

A tnica estrutura interna de um conjunto é a capabilidade de decidir se dois ele-
mentos x,y do conjunto sdo iguais ou ndo.
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?7 Q8.16. Questdao. Quando dois conjuntos sdo iguais?

D8.17. “Definicao”. Consideramos dois conjuntos A, B iguais sse ndo tem como dife-
renciar eles como black boxes. Em outras palavras, para cada objeto x que vamos dar
como entrada para cada um deles, eles vio concordar: ou ambos vao piscar “sim”, ou
ambos vao piscar “ndo”. O “slogan” aqui é:

um conjunto € determinado por seus membros.

D8.18. Definicao (Igualdade de conjuntos). Dois conjuntos sdo iguais sse tém exa-
tamente os mesmos membros. Em simbolos,

A=B & (Va)[z € A < z € B].

8.19. Definindo conjuntos. Para determinar entdo um conjunto A precisamos dizer
exatamente o que significa pertencer ao A, ou seja, dizer quando um objeto arbitrario z
pertence ao A. As notagdes que vimos até agora realmente deixam isso claro; mas um
outro jeito muito util para definir um certo conjunto A, seria apenas preencher o

reA &L

com alguma condigéo definitiva (veja Notacao D8.7).
Concluimos que as duas formas seguintes de definir um conjunto A, sdo completa-
mente equivalentes:

red & Az | ).

As duas afirmacgdes tem exatamente o mesmo efeito: definir o mesmo conjunto 4. Qual
das duas usamos, serd mais questdo de gosto ou de contexto.

8.20. Observacao (O que ta sendo definido mesmo?). Definindo um conjunto A
pela

zeA &L
o que estamos definindo diretamente ndo é o ‘A’ mas o ‘z € A’. S6 que: o A, sendo
conjunto, ele é determinado por seus membros (lembra a “Defini¢ao” D8.17) ou seja,
sabendo o que z € A significa para todo z, sabemos quem € o A.
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8.21. Ordem e multiplicidade. Considere os conjuntos seguintes:

A=1{2,3}, B ={3,2}, C={3,2,2,2,3}.

Observe que A = B = C. Ou seja, esses nao sdo trés conjuntos, mas apenas um conjunto
denotado por trés jeitos diferentes. O “dispositivo” conjunto ndo sabe nem de ordem
nem de multiplicidade dos seus membros. Ndo podemos perguntar a um conjunto «qual
é teu primeiro elemento?», nem «quantas vezes o tal elemento pertence a ti?». Lembre
o conjunto como black box! Sua unica interface aceita qualquer objeto, e responde
apenas com um pleno sim ou n&o. Logo encontraremos outros tipos de “recipientes”,
onde as informagdes de ordem e de multiplicidade sdo preservadas (e perguntéveis):
multisets (§190), tuplas (§185), e seqiiéncias (§189). Bem depois vamos estudar conjuntos
ordenados (Capitulo 14).

Por enquanto temos apenas duas relagdes entre conjuntos: igualdade (=)—que sempre
temos para qualquer tipo de objetos—e essa “nova” de pertencer (€); Logo vamos definir
mais; mas antes disso, bora discutir sobre dois conceitos de igualdade diferentes que
mencionei ja na Secgao §5.%°

§175. Intensao vs. extensao

8.22. Condidere os conjuntos

P={d | déum divisor primo de 256! }

Q@={p | p¢éprimo e par}
R={z | z ¢raiz real do polinomio z* — 8 }
S—{2}.

7 Q8.23. Questao. Quais sdo os membros de cada um dos conjuntos acima?

Resposta. Pensando um pouco percebemos que esses quatro conjuntos consistem em
exatamente os mesmos membros, viz. o niimero 2 e nada mais. Lembrando na idéia de
black box, realmente ndo temos como diferenciar entre esses black boxes. Comecando
com o S, é direto que ele responda “sim” apenas no ntimero 2 e “ndo” em todos os outros
objetos. Continuando com o P, realmente temos que o tnico objeto que satisfaz seu
filtro é o ntmero 2. Mesma coisa sobre os Q e R.

8.24. Como comporta o S?7 Recebendo sua entrada a, ele a compara com o 2 para ver
se a = 2 ou ndo, e responde “sim” ou “nao” (respectivamente) imediatamente. E o R?
Recebendo sua entrada a, ele verifica se a ¢ uma raiz do x®—8. Substituindo ent&o o z por
a, elevando o a ao 3 e subtraindo 8, se o resultado for 0 responda “sim”; caso contréario,
Uz AP

nao”. E o Q7 Recebendo sua entrada a, ele verifica se a é primo, e se a e par. Se as
duas coisa acontecem, ele responda “sim”; caso contrario, “ndo”. E o P? Recebendo sua

55 Vai que néo ficou claro 14, ou que tu pulou o Capitulo 1—mas tu nunca faria isso, né?
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entrada a, ele verifica se a | 22°% e se a ¢ um ntimero primo. Se as duas coisa acontecem,
ele responda “sim”; caso contrério, “nao”.

Acabamos de descrever a intensio de cada conjunto. Mas, sendo black boxes, dados
esses conjuntos P, Q, R, S, ndo conseguimos diferencia-los, pois a tnica interagdo que sua
interface permite é botar objetos a como entradas, e ver se pertencem ou ndo. Falamos
entdo que extensionalmente os quatro conjuntos sao iguais, mas intensionalmente, nao.
Usamos os termos igualdade extensional e igualdade intensional. E para abusar a idéia
de black box: provavelmente o black box @ demora mais para responder, ou fica mais
quente, ou faz mais barulho, etc., do que o S.

Quando definimos um conjunto simplesmente listando todos os seus membros, esta-
mos escrevendo sua extensdo. E nesse caso, a intensdo é a mesma. Quando usamos a
notagao builder com um filtro, estamos mostrando a intensdo do conjunto. Nesse caso
as duas noc¢oes podem ser tao diferentes, que nem sabemos como achar sua extensao!

EXEMPLO 8.25.
Revise a Seccao §65 e considere os conjuntos

TE{p| pep+2sio primos}
L¥{n | neNsg e nio existe primo entre n? e (n 4 1)?}
Gd:ef{n | »€Nsy e 2n=p+ ¢ para alguns primos p,q }

c¥ {n | n € N5y e a seqiiéncia Collatz comecando com n nunca pega o valor 1}.

Sobre o T n&o sabemos se é finito ou ndo! Sobre o G, ndo sabemos se G = N5; ou nio!
E, sobre os L e C' nem sabemos se eles tém elementos ou néo, ou seja, ndo sabemos nem
se L =0 nem se C = (!

Fechando essa sec¢@o lembramos que em conjuntos (e em matemética em geral) usamos
igualdade ‘="’ como igualdade extensional.

§176. Relagoes entre conjuntos e como defini-las

D8.26. Definigdo. O conjunto A é um subconjunto de B sse todos os membros de A
pertencem ao B. Em simbolos:
def

ACB < (Vx € A)[x € B].

Se B tem elementos que nédo pertencem ao A, chamamos o A um subconjunto préprio de
B, e escrevemos A C B.

! 8.27. Aviso. Naturalmente escrevemos A ¢ B para a negacio da A C B, que é diferente
da afirmacdo A C B:

A ¢ B & A nao é um subconjunto de B;
AC B & A é um subconjunto proprio de B.

E se quiser dizer que A ndo é um subconjunto préoprio de B? Escreva isso mesmo, ou
traduza para seu equivalente («A ¢ B ou A = B») pois ninguém merece ler algo do tipo
‘A¢ B
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EXERCICIO x8.2.
A=B — AQB (x8.2HO0)

EXERCICIO x8.3.
A:B@AQB&BQA (x8.3HO0)

EXERCICIO x8.4.
Defina com uma férmula o A C B. (x84H1)

! 8.28. Cuidado. O uso dos simbolos C, C, e C néo é muito padronizado: encontramos
textos onde usam C e C para “subconjunto” e “subconjunto proprio” respectivamente;
outros usam C e C. Assim o simbolo C é usado com dois significados diferentes. Por isso
usamos C e C aqui, evitando completamente o uso do ambiguo C.

8.29. Notagdo. Seguindo uma préctica comum que envolve simbolos “direcionais” de
relagdes binarias como os (=), (<), (C), etc., introduzimos os:

def

ADB < BCA ADB < BCA.

§177. Vazio, universal, singletons
D8.30. Definig¢ao (Vazio). Um conjunto ¢ vazio sse ele ndo contem nenhum elemento.
Formalmente, definimos o predicado unéario
Empty(A) <% (va)[z ¢ A

D8.31. Definicao (Singleton). Um conjunto ¢ singleton (ou unitério) sse ele contem
exatamente um elemento. Formulamente,

Singleton(A) <% (Az)[z € A].

EXERCICIO x8.5.
Decida se o seguinte pode servir como defini¢do de singleton:

Singleton(A) <;> (Fa)lae A & (Vz)[r € A—x=a]].

(x85H12)

D8.32. Definicao. Denotamos o conjunto vazio por (. 4
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EXERCICIO x8.6.
Na Definicao D8.32 roubamos! Resolva o crime. (x8.6H1)

8.33. Para apreciar ainda mais a gravidade do erro acima: se apenas a defini¢do de
Empty(—) fosse suficiente para introduzir a notacdo () para denotar “o conjunto vazio”,
poderiamos também escolher um simbolo para denotar “o conjunto unitério”

Empty(—) definido ~» «Denotamos o conjunto vazio por §.»
Singleton(—) definido ~  «Denotamos o conjunto unitério por 1.»

Qual de todos—quantos sdo?—os conjuntos unitarios seria o 17 Essa ambigiiidade nao
¢ permitida em matematica.%6

EXERCICIO x8.7.
Quantos sdo mesmo? (x8.7HO)

Entao precisamos demonstrar existéncia e unicidade. Faga isso agora nos exercicios
seguintes.

EXERCICIO x8.8 (Existéncia do vazio).
Usando as ferramentas que temos desenvolvido, construa um conjunto vazio. (x8.8H12)

EXERCICIO x8.9 (Unicidade do vazio).
Supondo que existe pelo menos um conjunto vazio, mostre sua unicidade. N&o use
reductio ad absurdum. (x8.9H123)

EXERCICIO x8.10.
Ache uma demonstracao diferente, essa vez usando reductio ad absurdum. (x8.10H12)

D8.34. Defini¢ao (Universal). Um conjunto é universal sse todos os objetos perten-
cem nele. Formalmente,

Universal(A) JLEN Ve(r € A).

EXERCICIO x8.11 (Existéncia e unicidade do universal).
Demonstre a existéncia e unicidade do conjunto universal. (x8.11H1)

D8.35. Defini¢do. Denotamos o conjunto universal por U.

Q8.36. Questdao. Como podemos usar um fato do tipo D # @) em nossas demonstragoes?
O que ganhamos realmente?

56 Ge ainda néo t4 convencido, bota o artigo definido «o» na frase similar «seja (um) inteiro». O que
significaria se fosse «seja x o inteiro»?!
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§ Pproposic p

Resposta. Ganhamos o direito de escrever “Seja d € D.” Em outras palavras: de tomar
um elemento arbitrario de D; de declarar uma variavel (ndo usada) para denotar um
membro de D.

8.37. Aviso. Quando temos um conjunto A, escrever “seja xz € A” seria errado se nao
sabemos que A # (. E um erro parecido quando dividimos uma expressao de aritmética
por x, ou apenas escrever uma expressido como a a/z, sem saber que x # 0. Como em
aritmética precisamos separar em casos (caso z =0 e caso z # 0) e os tratar em formas
diferentes, precisamos fazer a mesma coisa trabalhando com conjuntos: caso A # ),
achamos uma demonstracdo onde podemos realmente declarar uma variavel ndo-usada
para declarar um elemento de A; caso A = (), achamos uma demonstracdo diferente—e
na maioria das vezes esse caso vai ser trivial para demonstrar.

§178. Oito proposi¢coes simples

EXERCICIO x8.12.
Seja A um conjunto. Responda para cada uma das afirmagdes abaixo com “sim”, “nao”,
ou “depende”:

0 < 0; 0 e 0
0 C A 0e A
ACO; A€ 0;
AC A, A€ A

(x8.12H0)

8.38. Cuidado. Nossa intuigdo muitas vezes nos engana, e por isso apenas responder
no jeito que o Exercicio x8.12 pediu ndo vale muita coisa. Precisamos demonstrar todas
essas respostas. Para cada uma das oito afirmagdes entao, precisamos dizer:

«Sim» e demonstrar a afirmacéo;

«Nao» e refutar a afirmagao;

«Depende» e mostrar (pelo menos) dois casos: um onde a afirmacio é verdadeira,
e outro onde ela é falsa.

Idealmente nesse ultimo caso queremos determinar quando a afirmacédo é verdadeira,
achando condigoes suficientes e/ou necessdrias. Vamos fazer tudo isso agora.
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EXERCICIO x8.13.
Em qual ordem tu escolharia “atacar” essas afirmagoes? (x813H0)

8.39. Propriedade. Para todo conjunto A, A ¢ (.

DEMONSTRAGAO. Seja A conjunto. Agora diretamente pala defini¢io de vazio tomando
x:= A, temos A ¢ (). i

8.40. Corolario. 0 ¢ 0.

DEMONSTRAGAO. Essa afirmagéo é apenas um caso especial de Propriedade 8.39: tome
A= 0. i

EXERCICIO x8.14.
Demonstre o Corolario 8.40 diretamente, sem usar a Propriedade 8.39. (x8.14H1)

8.41. Propriedade. Para todo conjunto A, temos A C A.

DEMONSTRACAO. Seja A conjunto. Suponha que a € A. Agora precisamos mostrar
a € A, algo que ja temos. i

EXERCICIO x8.15.
Pode achar uma demonstragio com menos passos? (x8.15H0)

8.42. Corolario. 0§ C (.

DEMONSTRAGAO. Caso especial da Propriedade 8.41 tomando A := (), pois § é um con-
junto. i

8.43. Propriedade. Para todo conjunto A, temos ) C A.

EsB0OCO. Para chegar num absurdo suponha que tem um contraexemplo: um conjunto
A tal que § € A. Dai achamos rapidamente o absurdo desejado lembrando a defini¢ao
de €. Sem usar reductio ad absurdum, vamos acabar querendo demonstrar que uma
implicagdo é verdadeira. Mas cuja premissa é falsa, algo que garanta a veracidade da
implicagéo! 1

EXERCICIO x8.16.
Podemos ganhar a Propriedade 8.41 como corolério da 8.43 ou vice-versa? Explique.  (xi6m0)

8.44. Proposicao. Existe uma infinidade de conjuntos A que satisfazem a ) € A e uma
infinidade de conjuntos A que ndo a satisfazem.

8.45. Propriedade. O tnico subconjunto do § é ele mesmo. Em outras palavras:

AC)h «— A=0.

Agora falta apenas uma afirmagédo para examinar: A € A?
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EXERCICIO x8.17.

Consegues mostrar algum conjunto com a propriedade que ele pertence nele mesmo? Ou
seja, podes achar um conjunto A tal que A € A? (x8.17H0)

§179. Mais set builder

Jé& encontramos a versdo mais simples de set comprehension (ou notagéo set builder) que
nos permite escrever
(o] o}

onde z é uma varidavel, e __z__ uma afirmacao onde pode aparecer essa variavel z. Essa
notacio é bem mais flexivel que isso. Por exemplo

{p"+ =z | péprimo, n é impar, e z €[0,1) }

seria o conjunto de todos os nimeros reais que podem ser escritos na forma p" + z para
algum primo p, algum impar n, e algum real x com 0 <z < 1.
Finalmente, mais uma extensao dessa notacao é que usamos

{zeA| _o_Y¥{z|2zcA & _a__}.

EXERCICIO x8.18.
Por que a notagéo
{zeAd| _x_}

nao é apenas um caso especial da notacdo que nos permite escrever termos na parte
esquerda de set builder? (x8.18H1)

EXERCICIO x8.19.

Usando a notacéo set builder defina os conjuntos Dis, Mis, € P15 de todos os divisores,
todos os miltiplos, e todas as poténcias de 12. Generalize para um inteiro m. Identifique

quais varidveis que aparecem na tua resposta sdo livres e quais sdo ligadas. (x8.19H0)

EXERCICIO x8.20.
Seja T = {u,v} um conjunto com dois elementos u,v. Definimos um conjunto A pela

AL fnym) | nmeT}

Quantos elementos tem o A? (x8.20H1)

EXERCICIO x8.21.
Escreva a extensado do conjunto

Bdéf{nQ—f—m2 | n,m e {1,3}}.

(x821HO0)



294 Capitulo 8: Colegies

EXERCICIO x8.22.
Mostre como a notagéo “mais rica” de

{t(x1,--yzn) | p(x1,- . 20)}

pode ser definida como agticar sintactico se temos ja a notagdo de comprehensdo que

permite apénas uma variavel no lado esquerdo. Aqui considere que o t(z1,...,x,) € um
termo que pode ser bem complexo, formado por outros termos complexos, etc., e onde
possivelmente aparecem as variaveis zi,...,z,.

! 8.46. Cuidado. As variaveis que aparecem na parte esquerda de set builder, sdo liga-
dores que ligam com as correspondentes variaveis livres que aparecem na afirmagio na
parte direita (filtro). Entdo cuidado com o uso dessas variaveis pois é facil escrever algo
que mesmo que realmente determina um conjunto, néo é o conjunto desejado!

EXERCICIO x8.23.

Para cada um dos conjuntos abaixo, decida se sua definicdo realmente é correta. Caso
que sim, determina a extensdo do conjunto definido. Caso que n&o, explique qual é o
problema com a definicio. Em todas elas, considere que nosso universo é o R.

:{x | Va2 +2 & xeR}

{x | \/Wparaalgummel&}

{t | \/mztparaalgumxeR}
{x | mzxparaalgumxeR}
{x | \/m:xparatodoxel[%}
{
{

x| \/t2+2:xparat0dot€R}
x| \/t2+2:xparaalgumteR}.

Q =9 &3 b QO w o
I

§180. Operacgoes entre conjuntos e como defini-las

8.47. Operagées. Lembramos que uma operacdao num tipo de objetos mapeia certos
objetos desse tipo (suas entradas) para ezatamente um objeto desse tipo (sua saida).

8.48. Definindo operagdes. Entdo como podemos definir uma operag¢do nos conjun-
tos? O que precisamos deixar claro?

Um operador é determinado por seu comportamento.

Entdo se a “saida” (ou o “resultado”) duma operagdo é um conjunto, basta determinar
esse conjunto para quaisquer entradas aceitaveis pela operagdo. E como determinamos

(x8.22H12)

(x8.23H0)
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um conjunto? Para comegar, podemos usar um dos jeitos que ja encontramos para definir
um conjunto A:

def

Az | _2_} reA & o

Bora definir umas operagdes conhecidas para aquecer.

D8.49. Definigdo. Sejam A, B conjuntos. Definimos

def

AUB={z | z€ Aoux € B}

Alternativamente, podemos definir a mesma operagio na seguinte forma equivalente:

r€AUB & 2 cAouzcB.

Chamamos o0 AU B a uniao dos A e B.

8.50. Observacgao. Primeiramente esquematicamente:

r€AUB & 2 cAoureB

r€AUB & 2 cAoureB

r€AUB & g cAouxcB.

onde colorifiquei trés maneiras de entender o que é que té sendo definido mesmo.

E agora com palavras: se eu determinar o que significa que um x arbitrario pertence
ao AU B, entdo eu determinei o AU B, pois ele é um conjunto e um conjunto é determi-
nado por seus membros; e como eu fiz isso para quaisquer conjuntos A, B (arbitrarios),
entdo eu determinei o U, pois ele é um operador e um operador € determinado por seu
comportamento. Vamos voltar nesse assunto nos capitulos 9 e 16 onde estudamos fungoes
e teoria dos conjuntos respectivamente.

D8.51. Definicdo. Sejam A, B conjuntos. Definimos

t€ANB & 2 cA & z€B.

Chamamos o AN B a intersec¢do dos A e B.

EXERCICIO x8.24.
Defina a operacio N usando a notacao set builder.

D8.52. Defini¢do. Chamamos dois conjuntos disjuntos sse ndo tém nenhum elemento
em comum. Em simbolos,

A, B disjuntos <% AN B = .
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! 8.53. Cuidado (type errors). Nio confunda o uso dos ‘£’ e ‘<=L’ (nem dos ‘=’

e ‘<="). Usamos o ‘=" para denotar igualdade entre dois objetos, e usamos o ‘<=’
para denotar que as afirmagdes que aparecem nos dois lados séo equivalentes. No mesmo
jeito que ndo podemos escrever

243 <=5 nem (z<y) = (z+1<y+1)
nao podemos escrer também

A\B < ANB nem (ACB) = (ACB & A+DB).
O que queriamos escrever nesses casos seria:

24+3=5 r<y <= z+1<y+1
A\B=ANB ACB < ACB & A+B.

Caso que tudo isso nao foi 6bvio, sugiro revisitar o Capitulo 1: §1, §3, §5).

8.54. Observagao (A linguagem rica dos conjuntos). Observe que conseguimos
traduzir a frase “os A, B ndo tém nenhum elemento em comum” como uma igualdade
entre dois conjuntos, o AN B e o (:

«o0s A, B nao tém nenhum elemento em comum» ~» ANB ={.

A linguagem de conjuntos é realmente muito expressiva, algo que vamos comegar a
apreciar ainda mais, na §195.

Continuamos com mais operagoes, incluindo nossa primeira operagéo unaria.

D8.55. Definicao. Seja A conjunto. Definimos
Afs | ¢ A}

Chamamos o A o complemento de A.

D8.56. Definig¢do. Sejam A, B conjuntos.

def

A\B={ze€A | x¢ B}
Chamamos o conjunto A\ B o complemento relativo de B no A, e pronunciamos o A\ B

como «A menos B» ou «A fora B».

EXERCICIO x8.25.
Calcule (a extensdo d)os conjuntos:

(1) {0,1,2,3,4}\ {4,1}
2) {0,1,2,3,4}\ {7,6,5,4,3}

)
gNimJg}
) {0
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(6) {{0,1},{1,2},{0,2}}\ {{0,1,2}}
(7) {{0,1},{1,2} {0, 2}} \ {{1,2}}
(8) {{o,1},{1,2}}\ {{1}}

(9) {7, 01\0

(10) {703\ {0}

(11) R\ O

(12) R\ {0}

(13) {1 {1} ({13}, ({1 1

(14) {1 {1}, ({1} (I \ {1

Cuidado: um leitor “mal-tipado” daria respostas diferentes em umas dessas. (x8.25H1)

EXERCICIO x8.26.
Sejam A, B conjuntos. Considere as afirmagoes:

(1) 0\0=0 (5) A\A=A (9) A\B=0B

(2) A\D=A 6) A\A=0 (10) A\B=B\A

(3) O\A=0 (7) A\B=10 (11) A\{B}=4

(4) {0}\A=0 (8) A\B=A (12) {A,B}\(AUB) =10

Para cada uma delas: demonstre, se é verdadeira; refuta, se é falsa; mostre um exemplo
e um contraexemplo, se sua veracidade depende dos A, B (e tente determinar exatamente
quando é verdadeira). (x8.26H0)

D8.57. Definicdo. Sejam A, B conjuntos. Sua diferenca simétrica é o conjunto de todos
0s objetos que pertencem a exatamente um dos A, B. O denotamos por A A B:

reAANB & o pertence a exatamente um dos A, B.

EXEMPLO 8.58.
Calculamos (as extensdes d)os conjuntos:

{0,1,2,3} A {1,2,4,8} = {0,3,4,8};
{{0,1},{1,2}} A{0,1,2} = {{0,1},{1,2},0,1,2};

{{0,1},{1,2}} A {{0,1},{0,2}} = {{0, 2} ,{1,2}};
(—=2,1) A (~1,2) = (-2,—1] U[1,2)

(Veja a Defini¢ao D6.28 caso que nao reconheceu a notagao de intervalos que aparece no
ultimo exemplo.)

EXERCICIO x8.27.
Dado A conjunto, calcule os conjuntos A A A e AA (. (x8.27H0)

? Q8.59. Questao. O que interessante (e caracteristico) tém os membros de AAB? Como
os chamarias com palavras de rua?
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8.60. Resposta. Pensando pouco nas defini¢oes de
ANB e A=B

concluimos que a diferenca simétrica de dois conjuntos tem exatamente todas as teste-
munhas que mostram que os conjuntos sdo diferentes:

o
r € AN B & z é um testemunha que A, B sao diferentes.

O que podes concluir ent@o assim que souberes que AA B = )7 (Isso é o Exercicio x8.32,
que resolveras logo.)

8.61. Diagramas de Venn. O leitor provavelmente ja encontrou os diagramas de Venn
na sua vida, uma ferramenta muito tutil para descrever operacoes e ajudar em racioci-
nar sobre relagoes de conjuntos. Por exemplo, podemos visualizar as quatro operacoes
binarias que definimos até agora assim:

A B A B
o @ o @
A B A B
o @ o @
E a tinica operacao unaria, o complemento, assim:

A

! 8.62. Cuidado (Limitacdes de Venn). Assim que tiver mais que trés conjuntos os
diagramas de Venn perdem sua clareza e logo sua utilidade.
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EXERCICIO x8.28.
Um aluno desenhou o seguinte diagrama Venn para representar todas as possiveis ma-
neiras que 4 conjuntos A, B,C, D podem intersectar entre si:

A B

D

Qual o problema com esse diagrama? (x8.28H1)

§181. Demonstrando igualdades e inclusdes

EXERCICIO x8.29.
Demonstre ou refute a afirmacao:

para todos os conjuntos A, B,C,se ACB & ACC entao AC BNC.

(x8.29HO0)

EXERCICIO x8.30.
Demonstre ou refute a afirmacao:

para todos os conjuntos A,B,C,se AC B & ACC,entdo AC BNC.

8.63. Proposi¢ao (De Morgan para conjuntos). Para quaisquer conjuntos A, B,C,

C\(AUB)=(C\A)N(C\B)
C\(ANB)=(C\ A)U(C\B).

DEMONSTRAGAO. Sejam A, B,C conjuntos. Vamos demonstrar a primeira igualdade e
deixar a segunda como exercicio (x8.31). Mostramos as duas inclusdes separadamente:
(C): Tome 2z € C\(AUB). DaizeCex ¢ (AUB),ousejax ¢ Aexz¢ B. Como
zeCex¢ A, temos z € C\ A, e, similarmente € C'\ B. Logo chegamos no desejado
ze(C\A)N(C\ B).
A incluséo inversa (2) ¢ similar. 1

EXERCICIO x8.31.
Demonstre a segunda igualdade da Proposicdo 8.63. (x8.31H0)
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! 8.64. Aviso (Nao escreva assim!). Uma outra maneira de demonstrar a Proposi-
¢ao 8.63, é calcular usando férmulas e leis de logica:

2 €C\(AUB) < ze€CA~(x € AUB)
reCA-(xreAVzreB)
zreCAN(x¢ ANz ¢ B)
(xeChx¢g A)N(x e C Az ¢ B)
(reC\A) A(zxeC\B)
ze(C\A)N(C\ B).

def. C'\ (AU B))

def. V)

De Morgan)

idemp., assoc., comut. de A)
def. \)

(
(
(
(ic
(
(def. N)

11ete

Logo C\ (AU B) = (C\ A) N (C\ B) pela definicdo da igualdade de conjuntos. E a
demonstragdo da outra igualdade é de graga, pois é a sua proposi¢do dual: trocamos

apenas os U com os N, e 0os V com os A!' Mas ndo fique muito empolgado com essa

demonstrag¢do—cadlculo: uma demonstracdo duma proposigéo é um texto, legivel, que um
humano consegue seguir, entender, e verificar; exatamente como fizemos na Proposi-
cao 8.63.

8.65. Proposigao. Sejam A, B conjuntos. Logo,
ANAB=(A\B)U(B\ A).
» ESBOCO. Antes de comegar, traduzimos os dois lados: «em exatamente um dos dois»
na esquerda, «no primeiro mas nao no segundo ou no segundo mas néo no primeiro» na

direita. Faz sentido que os dois conjuntos s&o iguais, pois as duas frases sdo equivalentes!
Mas para demonstrar formalmente a afirmacio, mostramos as duas dire¢des

AABC (A\B)U(B\ A) & AABD(A\B)U(B\ A)

separadamente, usando as defini¢des de (C) e (D). [

8.66. Proposicao. Sejam A, B conjuntos. Logo,

AAB=(AUB)\ (ANB).

» EsBO¢O. Novamente, comecamos pensando nos dois lados e suas intensdes: «em exata-
mente um dos dois» na esquerda; «em pelo menos um dos dois, mas ndo nos dois» na
direita. As duas frases sdo equivalentes, mas vamos mostrar formalmente a igualdade
desses conjuntos, mostrando novamente as (C) e (2) separadamente.

8.67. Observacao. No D8.57 eu dei uma defini¢io elementéria, para determinar o con-
junto A A B. De fato, seria até melhor definir a operacdo A usando uma das duas
expressdes que encontramos acima.

» EXERCICIO x8.32.
Demonstre ou refute a afirmacao:

para todo conjunto A, B, se AA B =0, entdo A = B.

(x8.32H0)



§183. Powerset 301

§182. Cardinalidade

D8.68. Definigdo. Seja A um conjunto. A cardinalidade de A é a quantidade de ele-
mentos de A. A denotamos por |A|:

4] ¢f [ m, se A éfinito com exatamente n membros distintos
oo, se A é infinito.

As vezes usamos a notacdo #A4 quando o A ¢é finito, mas mesmo nesses casos evitarei
essa notagao.

Nos capitulos 13 e 16 vamos refinar essa notagio pois como Cantor percebeu, o segundo
caso na Definicao D8.68 é bem, bem, bem mais rico do que aparece!

8.69. Propriedade. Sejam A, B conjuntos finitos. Logo
|[AUB| < |A|+|B|.

DEMONSTRAGAO. Pelo principio da inclusdo—exclusao (§128) temos
|AUB| = |A|+ |B| - |[AN B|

e como uma cardinalidade n&o pode ser negativa, segue a desigualdade desejada. 1

EXERCICIO x8.33.
Determine quando temos ‘=’ na desigualdade da Propriedade 8.69.

§183. Powerset

D8.70. Definicao. Seja A conjunto. Chamamos o powerset (ou conjunto de partes, ou
conjunto poténcia) de A, denotado por pA, é o conjunto de todos os subconjuntos de A.
Formalmente:

Xepd & xcCA

O powerset finito de A, que denotamos por prA, é o conjunto de todos os subconjuntos
finitos de A:

X € pA &5 X C, A

EXERCICIO x8.34 (justificativa do nome).
Seja A conjunto finito. Qual a cardinalidade do pA em termos da cardinalidade do A?

D8.71. Definicao (Mais set builder). Dado conjunto A, introduzimos a notagéo

def

{XCA| X))} ={XepA | oX)}.

(x8.33H0)

(x8.34H0)
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EXERCICIO x8.35.
Calcule (ache a extensdo d)os conjuntos seguintes:

p{1,2} pla.b.{a,b}},  0{0.{0}},  e{N}.

EXERCICIO x8.36.
Calcule os conjuntos seguintes:

o, opb, Pl

(x8.36H0)

EXERCICIO x8.37.
Defina usando duas maneiras diferentes um operador unario p; que forma o conjunto de
todos os singletons feitos por membros da sua entrada. (x8.37H0)

§184. Uniao grande; intersec¢ao grande

Generalizamos agora as operagoes bindrias de unido e intersec¢io para suas versdes
arbitrarias, as operagdes unitarias [J— e () —. Antes de dar uma defini¢cdo, mostramos
uns exemplos. HEsses operadores sdo mais interessantes e tuteis quando sao aplicados
em conjunto cujos membros sdo conjuntos também, pois—coloquialmente falando—eles
correspondem na unido e na interseccdo dos seus membros.

EXEMPLO 8.72.
Aplicamos as operagoes |J e () nos conjuntos seguintes:

J{{1,2,4,8},{0.2,4,6} ,{2,10}} = {0,1,2,4,6,8, 10}
(){{1,2,4,8},{0,2,4,6} ,{2,10}} = {2}
U{N,zZ,QR} =R
({N,Z,QR} =N
J{2.3.{4,5} .{4.6}} = {4,5,6}
(){2.3.{4,5} . {4,6}} =0

8.73. De conectivos binarios para quantificadores. Considere a afirmagao:
«Alex comeu manga ou Babis comeu manga.»
Naturalmente essa proposicédo corresponde numa disjuncéo:

Alex comeu manga ou Babis comeu manga .

p(Alex) v ©(Babis)
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Dualmente (trocando o “ou” por “e¢”) chegamos numa conjungéo:

Alex comeu manga e Babis comeu manga .

o(Alex) A ©(Babis)

E agora a pergunta:
? Q8.74. Questao. Como podemos descrever cada uma das

P(A)V p(B) P(A) N p(B)

(que sdo uma disjuncdo e uma conjungdo) como uma férmula que comega com quantifi-
cador?

8.75. Resposta. Assim!:

p(A)Vp(B) < (Fr € {A B})[p(z)]
p(A) A p(B) < (Vo € {A, B})[p(x)].

Com palavras pouco mais humanas:
«Alguém dos A, B comeu manga.»

«Todos os A, B comeram manga.»

? Q8.76. Questao. Como tu definarias as |J e [ formalmente entdo? Podes adivinhar
definigdes que concordam com todos esses exemplos no 8.727
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Observe que pela defini¢do de U temos

r€AUB <= x€AouzxeB
<= 1z pertence algum dos A, B
— (3X € {A,B})[z € X]

e dualmente para a intersecgéo:

r€ANB < €A & z€B
<= 1z pertence a cada um dos A4, B
— (VX €{A,B})[z e X].

Chegamos assim na resposta formal:

D8.77. Definigdo. Seja ¢/ um conjunto.

x € Ugﬁ <4 2 pertence algum dos membros do

x € ﬂ&ﬁ &L 2 pertence a todos os membros do of.

Equivalentemente com férmulas,

def

rel|Jd < (FAed)|ze Al
ve()d < (VAed)|ze Al

Chamamos o |« a unido de o, e o (o a interseccdo de .

EXERCICIO x8.38.
Defina os operadores binarios U e N como agiicar sintactico definido pelos operadores
unarios |J e () respectivamente. (x8.35H0)

EXERCICIO x8.39.
Calcule os conjuntos: |J0; JU®. (x839H0)

EXERCICIO x8.40.
Calcule (6] ﬂ @ (x8.40H1)

EXERCICIO x8.41.
Calculeoﬂu. (x8.41H12)

EXERCICIO x8.42.
Seja A conjunto. Calcule os |J{A} e N{A}. (x8.42H0)

EXERCICIO x8.43.
Sejam C' conjunto e ¢ familia de conjuntos tais que todos contém o C (ou seja, C é um
subconjunto de cada membro da «f). Demonstre que C' C (4. (x8.43H0)
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EXERCICIO x8.44.
Seja o familia nao vazia de conjuntos. Demonstre que (|« esta contido em todo membro
da . (x8.44HO0)

8.78. Bem, bem, bem informalmente podemos dizer que: a operagéo |J tire o nivel mais
externo de chaves; a (] também mas jogando fora bem mais elementos (aqueles que néo
pertencem em todos os membros do seu argumento); e o p bote todas as chaves em todas
as combinactes possiveis para “o nivel mais proximo”.

EXERCICIO x8.45.
Sejam A conjunto e « C pA tal que

e = A

A afirmacao
Aed

¢ verdadeira? Se sim, demonstre; se ndo, refute; se os dados ndo sdo suficientes para
concluir, mostre um exemplo e um contraexemplo. (x84511)

EXERCICIO x8.46.
Ache conjuntos finitos A, B tais que

0<’ﬂA‘<\A|<‘UA‘ 0<|B|<‘ﬂB’<’UB‘.

(x8.46HO0)

EXERCICIO x8.47.
Sejam «f,% familias de conjuntos com & N% # 0. Demonstre ou refute a afirmacgao:

N < J».

(x847H1234)

Intervalo de problemas

PROBLEMA II8.1.
Seja ¢ familia de conjuntos tal que

SEEIRES

O que podes concluir sobre o 7 (II8.1H0)

PROBLEMA II8.2.
Dualize e demonstre o resultado do Exercicio x8.43. (TI8.2H0)
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PROBLEMA II8.3.
Sejam A, B conjuntos. Para cada direcgdo de

(?
JACB < AceB

demonstre ou refute. (T18.3H0)

PROBLEMA II8.4.
Sejam n € N com n > 2 e n conjuntos Aj, As, ..., A,. Seja

A=A ANA A - ANA,.

Observe que como a operacdo A é associativa e comutativa, o A é bem-definido. De-
monstre que:

A =1{a | apertence a uma quantidade impar dos Ay,..., A, }.

(118.4H12)

PROBLEMA II8.5.
O que devemos mudar (e como) no Problema II8.4 e sua resolucéo, se apagar o “n > 2”7 (1s511)

D8.79. Definigdo. Seja ¢ uma familia de conjuntos. Chamamos a « de (C)-chain sse

para todo A,B € o, temos A C B ou B C A.

PROBLEMA II8.6.
Seja 6 uma (C)-chain e seja T' = J6. A afirmacio

¢ U{T'} é uma chain

¢é verdadeira? Se sim, demonstre; se ndo, refute; se os dados ndo sdo suficientes para
concluir, mostre um exemplo e um contraexemplo. (TI8.6H1)

PROBLEMA II8.7.
Uma chain 6 que atende as hipotéses do Problema II8.6 pode ter a propriedade que

U6 e

Mostre um exemplo duma chain infinita %6 cujos membros séo todos conjuntos infinitos,
e tal que 6 ¢ 6. D4 pra garantir (com a mesma €) que (|6 ¢ 6 também? Demonstre
tuas afirmacoes! (II8.7H12)

PROBLEMA II8.8.
No Exercicio x8.28 encontramos um desenho errado. Tem como desenhar um correto? (ussui2)
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§185. Tuplas

Até agora temos trabalhado bastante com conjuntos, e sabemos que podemos perguntar
um conjunto se qualquer objeto é um membro dele ou ndo, mas um conjunto néo pode
nos dar uma informagdo de ordem (Nota 8.21). Imagine que temos os dois primeiros
ganhadores dum campeanato num conjunto W; ndo temos como saber quem ganhou o
ouro e quem o prata. Precisamos um outro tipo nesse caso, cuja interface é perguntar
«quem € teu primeiro objeto?» e «quem € teu sequndo objeto?» também. Oi, tuplas!

Nessa sec¢do vamos estudar a idéia de par ordenado, ou dupla, ou 2-tupla, ou—por
enquanto—apenas tupla. O que é? Dois objetos (nio necessariamente distintos) onde
um deles € considerado primeiro e o outro sequndo. SO isso mesmo! Vamos denotar o
par ordenado dos objetos a e b (nessa ordem) por (a,b) ou (a,b).

8.80. Interface, igualdade, notagio. Precisamos: descrever qual é o “interface pri-
mitivo” desse novo tipo, em tal forma que deizamos claro o que precisamos definir para
determinar uma tupla. Tendo isso vamos também definir o que significa (=) entre tuplas.
Pensando em black boxes ajudou nos conjuntos; que tal tentar agora também?

? Q8.81. Questao. Como descreverias um black box de tupla?

8.82. Tupla como black box. Aqui duas maneiras equivalentes de visualizar uma
tupla como black box:

O da direita, o black box duma tupla (a,b) tem dois butdes, e uma saida, e cada vez que
apertamos um bot&o cria um objeto: apertando o primeiro sai o objeto a, apertando
o segundo sai o b. O da esquerda nao tem nenhum botdo nem entradas, mas s6 duas
saidas: na primeira sempre sai o a, na segunda o b. Como nos black boxes de conjuntos,
os black boxes de tuplas também sdo deterministas: apertando o mesmo botao sempre
sai 0 mesmo objeto (na primeira versio), e olhando para o mesmo cabo-saida sempre sai
o mesmo objeto. Por outro lado, existe uma grande diferenga: um black box de conjunto
recebe um objeto e vira uma proposicdo; um black box de tupla ndo recebe nenhum objeto
(apenas escolhemos se queremos extrair o primeiro ou o segundo componente dele, e ele
retorna mesmo esse objeto.
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8.83. Interface. As operagoes primitivas de tuplas sdo as operagdes unarias my e 7y,
chamadas projeccdes. Nada mais! Para qualquer tupla ¢, mot € seu primeiro componente
e w1t o seu segundo.

8.84. Observacao (Notagdes alternativas). Outros nomes para as projecgdes o €
T Sao0:
Projy, Proji, .- ; (“)o> (515 -5 outl, outr; fst, snd.

Em vez de decorar os simbolos das projecgdes com indices comecando no 0, as vezes
¢ mais tutil comecar no 1. Mas nao se preocupe tanto com isso pois pelo contexto vai
sempre ser claro qual é a notagdo seguida.

? Q8.85. Questao. O que preciso fazer para ter o direito de dizer que eu determinei uma
tupla?

Resposta. Preciso ter dois objetos, numa ordem. Querendo ou néo, é isto que é uma
tupla. Vamos ver isso em mais detalhe.

8.86. Como determinar. A partir da interface de tuplas (8.83), é claro que para de-
terminar uma tupla ¢ precisamos definir como ela comporta, ou seja, isto:

Seja t a tupla definida pelas

def def
ol = mt=y.

Observe que aqui os z e y supostamente ja sdo objetos bem-definidos. Em vez de escrever
tudo isso, usamos diretamente a notacao-construtor de tuplas:

D8.87. Defini¢ao (Construtor de tupla). Sejam z,y objetos. Denotamos por (z,y)
a tupla definida pelas

7r0<x,y>=a: 7T1<xay>:y

Consideramos entdo o (—,—) como um construtor de tuplas.

! 8.88. Aviso. Acabamos de definir o simbolo (z,y) para quaisquer z,y. N&o é apenas
que «ndo precisay, ainda mais: é que ndo podes re-definir isso. Se tu tens dois objetos
x e y, ndo tenta justificar nem introduzir para teu leitor o que é o (x,y). Ele ja sabe, a
partir da Definicao D8.87. Ele também sabe o que significa somar; tu néo escreverias

Seja x + y inteiro tal que ele é a soma dos = e y.

Certo?

8.89. Equagdes fundamentais. Considere que temos z,y, dois objetos. Podemos en-
tdo formar a tupla (z,y) deles, e depois usar as projecgdes my e 7 nessa tupla. O que
cada uma delas vai retornar para nos?

o (T,Y) = T (T, y) =y
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Conversamente agora, considere que temos uma tupla ¢. E nela usamos as projeccoes o
e 1, e botamos esses valores (e nessa ordem) para construir uma tupla. Onde chegamos?
Olhe isso; e olhe isso bem:

t= <7T0t,7'('1t> .

Q8.90. Questao. Como definarias igualdade entre tuplas?

?

Resposta informal. Duas tuplas sdo iguais sse “concordam em cada posigao”.
Sem aspas, chegamos na seguinte

D8.91. Definicao (Igualdade). Sejam s,t tuplas. Definimos
s=1t <& ms = ot & w8 = mit.

Com a notagado que usamos para tuplas, escrevemos o (talvez) mais amigavel:

()= (@) <5 z=2" & y=y.

8.92. Precisamos tuplas maiores?. Introduzimos entdo esse novo tipo primitivo de
2-tuplas. E se precisar uma tripla? Precisamos escolher se vamos aceitar mais tipos
como primitivos (3-tuplas (triplas), 4-tuplas, (quadruplas), 5-tuplas (quintuplas), etc.,
etc.) ou nao.

Caso que sim, vamos precisar uma n-tupla para cada n € N. E precisamos definir a
igualdade e o intreface para cada um desses tipos, algo que fazemos facilmente:

def
(1, xn)=(2},....2)) <= =2, & - & z, =1,

e naturalmente dizemos que uma n-tupla t é determinada por os objetos em cada uma
das suas n posi¢oes. Entdo para definir uma n-tupla basta s6 definir as
n n n
mot, ity ..., T, 1t

E caso contrario? Sera que podemos utilizar apenas as 2-tuplas para conseguir o que
nossos amigos que trabalham com n-tuplas como tipos primitivos conseguem? A resposta
é sim; mas vamos primeiro definir uma operagdo importantissima entre conjuntos, o
produto!
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§186. Produto cartesiano

D8.93. Definigdo. Sejam A, B conjuntos. Definimos o conjunto

def

AxB={{a,b) | a€ A, be B}

que chamamos de produto cartesiano (ou simplesmente produto) dos A, B. Pronunciamos
«A cross B».

EXERCICIO x8.48.
Justifique a notagdo A x B, ou seja, ache uma conexdo entre o produto cartesiano e o
produto de nimeros. Suponha que os A, B s&o finitos. (x8.48H0)

EXERCICIO x8.49.
Sejam A, B,C conjuntos. Demonstre que:

Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC().

(x8.49H0)

EXERCICIO x8.50.
Demonstre ou refute: para todos os conjuntos A, B,

AxB=BxA = A=B.

(x8.50H1)

EXERCICIO x8.51.
Suponha que A, B # (). Escreva uma demonstracéo direta (sem usar reductio ad absur-
dum) do Ax B=Bx A < A=B. (x851H12)

EXERCICIO x8.52.
Demonstre usando reductio ad absurdum a dire¢io nao-trivial do Exercicio x8.51. (x8.52H0)

EXERCICIO x8.53.
Calcule as extensoes dos conjuntos:

{03} x pb; {{opy Yo

(x8.53H0)

8.94. Observagao. Sabemos que para “sejar” algum membro dum conjunto A (sabendo
claramente que A néo ¢é vazio) escrevemos algo do tipo

Seja x € A.

onde precisamos tomar cuidado escolhendo um nome fresco de varidvel para denotar
esse objeto. Como A x B também é um conjunto, e também supondo que n#o é vazio,
obviamente faz sentido escrever
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Seja x € A x B.

A partir disso, pela definicdo do A x B, que tipo de objeto é esse 7 Uma tupla cujo
primeiro componente pertence a A, e o segundo ao B; pois todos os membros de A x B
sdo tais tuplas. E o que podemos fazer com esse z entdo? Bem, é uma 2-tupla, e
logo podemos projectar: moz e mix sdo objetos ja definidos que podemos usar. O que
mais podemos fazer? Lembrando a notagado de set builder que permite termos (§179),
percebemos que a Definicao D8.93 do préprio A x B usou tal set builder:

AxBE {(a,b) | ac A beB}.
A partir da defini¢io dessa notagao (Exercicio x8.22) temos
r€AXB & (Ja€ A)(F € B)[z = (a,b)].

Para voltar na nossa pergunta de «o que podemos fazer com esse x» entao:

Seja z € A x B.
Logo sejam a € A e b € B tais que z = {(a,b).

Tudo bem até agora. Mas essa declaragao do x parece intutil. Pra que poluir nosso escopo
com esse objeto se a tinico coisa que planejamos fazer com ele é extrair seus componentes
para usé-los? Nao seria melhor escrever

Seja (a,b) € A x B.

assim ganhando diretamente os a,b sem o bobo z? Seria, mas...ja aprendemos que
declaramos apenas variaveis (Aviso 2.36), né?
Mas ja que (—,—) é um construtor de tuplas podemos considerar a linha

Seja (a,b) € A x B.
Como abreviacgao das linhas
Seja a € A. Seja b € B.

E sobre o {(a,b)? Como que vamos introduzi-lo para usé-lo? Nem precisamos nem pode-
mos! Como ja temos agora os objetos a,b, querendo ou n#o a tupla (a,b) ja é definida
e podemos usé la. Isso vai ficar ainda mais claro daqui a pouco (no Observacao 8.148)
onde discutimos o que significa tomar um arbitrdrio membro dum conjunto indezado.

§187. Implementacao de tipo: triplas

Nessa seccdo temos nosso primeiro contato com a idéia fundamental—literalmente—
de implementacdo. Nosso objetivo aqui é s6 isso: brincar um pouco para entender o
conceito. Bem depois, no Capitulo 16 vamos mergulhar mais profundamente.

8.95. Um amigo com triplas. Tudo 6timo até agora neste capitulo (né?): Introdu-
zimos dois tipos primitivos: conjuntos e tuplas junto com operacoes neles, e tudo mais.
chega nosso amigo da outra turma que mostra para nos um tipo primitivo deles, a tripla:
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«Cara, triplas tém 3 projeccdes em vez de 2, que denotamos por

3 3 3
N T, To.

A propria tupla t com
wgt:x, wf’t:y, wg’t:z
denotamos por (z,y, z), e definimos igualdade pela

(r,y,2) = (2, y,2) Eor=d & y=y & 2=7
e as equagoOes fundamentais sdo as 6bvias. Lembra da conversa no co-
mego da Seccao §1857 Com triplas consigo saber quem ganhou o bronze
também!»

8.96. Interface. O interface duma tripla, consiste em 3 projecgdes: w3, 75, 73.

» EXERCICIO x8.54.
Quais sfo essas «Obviasy equacoes fundamentais do amigo do Nota 8.957

8.97. Implementacio de tipo primitivo. Nosso amigo nos apresentou esse tipo pri-
mitivo dele: descreveu seu interface, introduziu sua notagéo, definiu igualdade, e pronto.
Podemos copiar essa idéia e fazer a mesma coisa. Em vez disso, vamos tentar algo di-
ferente: implementar o tipo de triplas! O que significa mesmo “implementar™ Vamos
tratar tudo que ele falou como uma especificaggo dum tipo desejado, que nos vamos
definir em termos de outros tipos ja conhecidos. Cuidado: nossa implementagio deve
atender a especificacao.

Entao implementamos—ou seja, definimos mesmo—as triplas assim:

D8.98. Implementacao (Tripla). Sejam z,y, z objetos. Definimos a tripla

(w,y,2) £ (2, (y,2)) .

Ou seja, a tripla dos objetos x,y, z nessa ordem ¢é a tupla cujo primeiro componente é o
x e cujo segundo componente é a tupla (y, z). Definimos igualdade entre triplas pela

<xvy7'z>:<mlayl,zl> é)’ r=a & y:y/ & 2 =127\

?7 Q8.99. Questao. Acabamos de roubar. Como?

(x8.54H1)
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! 8.100. Cuidado (Nao redefiniras). A partir do momento que definimos triplas (pra
ser certas 2-tuplas) ndao temos o direito de redefinir igualdade entre triplas, pois, sim-
plesmente, agora triplas sdo 2-tuplas, e a igualdade entre 2-tuplas ja foi definida, e logo
a igualdade

(z,y,2) = («',y, %)

j& tem significado: os objetos nos seus dois lados sdo 2-tuplas, e logo a igualdade acima
realmente € a seguinte:

(z,y,2) = (', 2)) &= (2,(y,2)) = (@', (¥, ¢)) .

8.101. Deveres do implementador. O que devemos fazer para implementar mesmo
um tipo dada uma especificacdo? Devemos demonstrar que nossa implementacao atende
a especificacdo. E note que nossa implementacio ndo é completa ainda, pois precisamos
definir o interface também. Para nosso amigo as operagdes 73,73, 75 Sa0 primitivas.
Ele nao as definiu, pelo contrario: determinado seus comportamentos, ele determina
uma tripla. Mas aqui queremos implementar as triplas, entdo devemos definir essas
projeccoes! Bora terminar esses deveres agora.

EXERCICIO x8.55.
Complete a implementagéo de triplas: defina as trés projecgoes.

EXERCICIO x8.56.
Mostre que com a definicao de

(2,y.2) = (x,(y,2))
conseguimos a igualdade desejada

(r,y,2) = {2/, 9,7y &= =2 & y=y & 2=7".
: . 2 . ~ def . .
Mais uma vez, cuidado: é um ‘ <=’ acima, ndo um ‘ <= ’! Ou seja, definindo as 3-tuplas
nessa maneira, querendo ou néo, a igualdade entre seus objetos ja ¢ definida! Nao temos
o direito de redefini-la!

8.102. Produto ternario. Uma das mais interessantes coisas que fizemos assim come-
gamos trabalhar com as duplas foi definir o produto cartesiano duma dupla de conjuntos!
Agora que definimos as triplas, naturalmente queremos considerar o produto cartesiano
duma tripla de conjuntos. Parece entdo que temos uma operagido ternaria, que para
quaisquer conjuntos A, B,C

def

AxBxC={{a,byc) | ac A beB, ceC}.

! 8.103. Cuidado (Implementagao agnoéstico). Definimos o que significa (z,y,z), e
definimos as projecgdes w3, w3, 3. Dada uma tripla (z,y, z), podemos chamar a m; nela?
Intuitivamente, alguém pensaria que néo, pois parece ter um “type error” essa aplicacéo:
a projecgdo m funciona com 2-tuplas, e (z,y, z) € uma tripla, entdo s6 podemos chamar as

(x8.55H12)

(x8.56H0)
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mg, 3, w5 nela. Certo? Errado! Podemos sim, pois, pela nossa defini¢do, a tripla (z,v, 2)
€ a dupla (z, (y,z)). Ou seja, temos:

m {x,y, 2) = m (z, (y, 2)) (def. (z,y, z))
— .2) (det. (. (y.2))

O fato que podemos néo significa que devemos. O que estamos fazendo nesse caso é usar
os detalhes da implementacdo em vez do seu interface. Tudo que vamos construir a
partir desse abuso vale apenas para nossa implementacio. Nosso amigo que usa triplas
como tipo primitivo ndo pode aproveitar dos nossos célculos e das nossas teorias. Nem
alguém que escolheu implementar triplas em outra maneira. A moral da estéria é o
seguinte: precisamos ficar implementag¢do agndsticos, ou seja, esquecer os detalhes da
nossa implementacéo, usando apenas o interface dos nossos objetos.

Nao faz sentido nenhum se limitar em 2-tuplas e 3-tuplas. Partiu n-tuplas para qualquer
n € N!

§188. n-tuplas

8.104. Interface e notagao. Nossa unica interface dada uma tupla de tamanho n, é
que podemos pedir seu i-ésimo elemento, onde 0 < i < n. Conversamente, para definir
uma tupla de tamanho n, basta determinar todos os objetos (distintos ou n&o) nas
suas n posi¢des. Usamos as notagdes (ag,ai,...,an_1) € (ag,a1,...,a,—1) para tuplas de
tamanho n. As vezes é mais legivel usar indices comecando com 1—tanto faz. Quando
queremos enfatizar o tamanho da tupla, falamos de n-tupla. Em geral, para tuplas de
tamanho n, usamos a notagdo 7 para a i-ésima projecgdo. Por exemplo:

ﬂ-% <xvy> =Y, ﬂ-% <$17$2,.’E3> = T2, 772 <$27$3»y17x87y0> = Yo; etc.

Quando o n é implicito pelo contexto, ndo se preocupamos com ele. Obviamente entéo
7y da ‘7 (x,y,2) " denota a 73 mesmo, mas a m; da ‘m (x,y)’ denota a w2. Até agora
temos chamado de “tupla” o par ordenado. Na verdade, um par ordenado é uma 2-tupla.

As vezes escolhemos como nome duma tupla uma variavel decorada com uma setinha
em cima dela, e usando a mesma letra com indices para seus membros, por exemplo
T = (®0,%1,---,%n), W = (w1,ws), etc. Outra convengao comum ¢é usar uma fonte em

“negrito”, por exemplo a = (a1, az,as), u = (ug,u1), etc.

D8.105. “Defini¢do”. Sejam A conjunto e n € N com n > 2.

A" ey, an) | a; € Aparatodo1<i<n}.

8.106. Na defini¢do acima aparece a frase «para todo 1 < i < n». Qual é a varidvel ligada
com esse «para todo»? Bem, 1 é um constante, e n ja foi declarado, entdo entendemos
que a frase corresponde na quantificacéo:

(VieN)[1<i<n = a; € A].
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D8.107. Definigdo. Seja A conjunto. Para n € N com n > 1 definimos as poténcias de
A recursivamente pelas:

A=A
A" = A"t x A (para n > 2).

8.108. Comparacao com numeros (I). A semelhanga entre a defini¢do de poténcias
de conjuntos e de nimeros é gritante. Vamos investigar. Na Defini¢do D8.107 das duas
equagdes recursivas

Ar=A""1x A A" = A x AL,

escolhemos a primeira. Por qué? Observe que no caso de numeros, para a equacio
recursiva, as duas opgoes 6bvias

servem e sdo equivalentes. Uma explicagédo disso usa apenas o fato que a multiplicagao
de ntimeros é comutativa, entdo imediatamente temos a”~'-a = a - a”"!. Infelizmente
nao podemos contar nessa propriedade no caso de conjuntos, pois ja sabemos que a x
nao é comutativa (Exercicio x8.51). Mas as duas equagdes correspondem nas expressoes

a" = (((-++(ava)-a)-a)-) -a) a" = (a- (- (a- (- (a-0)+)

que séo iguais agora por causa da associatividade da operacao (-).

Q8.109. Questao. O produto cartesiano é associativo?

Resposta. Respondemos nessa pergunta com outra: as tuplas

(ao, (a1, az2)) {(ao, a1) , az) (ao, a1, az)

sdo iguais? N&o, pois ja temos uma maneira de observar comportamento diferente
usando o interface dessas 2-tuplas. Mas também depende: podemos considera-las como
se fossem iguais, pois qualquer uma delas serve para satisfazer a especificacio de tuplas:
podemos definir as i-ésimas projecgdes para cada uma, e a especificagdo vai acabar sendo
atendida usando uma delas sse é atendida usando qualquer uma das outras. Pense na
idéia sobre a informacdo que uma tupla carrega com ela. Agora tente ler as trés tuplas
acima:

«Primeiro o objeto ag, € depois temos: primeiro o a; e depois o az.»
«Primeiro temos: primeiro o objeto ag e depois o a;; e depois temos o az.»
«Primeiro temos o objeto ag e depois o a; e depois o as.»
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Mas esse ponto de visto é confundindo implementagdo com interface. Como enfatisei
no Cuidado 8.103, quando queremos referir a uma tripla de objetos, usamos a notacéao
{ag,a1,az), e ndo alguma que corresponde na nossa implementagio peculiar. Assim, se
escrever (ag, (a1, az2)) deve ser porque tu ta considerando a 2-tupla mesmo, cujo primeiro
componente é o0 ag e cujo segundo o (aj,as). Para resumir: depende do contexto, e do
objetivo de cada conversa.

8.110. Comparacao com nameros (II). Uma diferenga entre as defini¢des de potén-
cias de numeros e de conjuntos é que no caso de conjuntos definimos o A™ para todo
n > 1, mas no caso de niimeros naturais conseguimos uma definigdo mais geral, definindo
0 a" para todo n > 0. Nossa base da recursao entéo foi a® = 1. Por que 17

8.111. Unit. Se é para generalizar bem a definicio de poténcias de ntmeros para o
caso de conjuntos, procuramos nosso 1, ou seja, uma unidade (também identidade, ou
elemento neutro) da nossa “multiplica¢do”’, x. Essa unidade é chamada unit, e muito
usada em linguagens de programacao. Vamos usar o () para denoté-la. Isso é um abuso
notacional, pois () também denota a tupla vazia, que é o inico membro da unit; mas
o contexto é em geral suficiente para tirar a ambigiiidade. Caso contrario, use {()}, ou
introduza alguma outra notagéo, por exemplo I.

D8.112. Definig¢ao (igualdade). Seja n € N e sejam s,t n-tuplas. Definimos
s=1 <& (V1 <i<n)[nls=mt],
ou, usando a notagéo (—,...,—), temos:

def .
<517...,Sn> = <t1,...,tn> <~— para todo ¢ € {1,...,71}, S; = t;.

? Q8.113. Questdao. Como tu definarias os tipos de n-tuplas para n > 2, dado um tipo
de 2-tuplas?

D8.114. “Defini¢ao”. Seja n € N com n > 2. Dados n objetos 1, s, ..., z, definimos a
n-tupla

def
(T1,22,...,2,) = (21, (T2, ..., 7)) .

8.115. Tuplas de tamanhos extremos. O que seria uma 1-tupla? E, pior ainda, o que
seria uma 0-tupla? E uma tupla infinita? Vamos responder apenas na primeira pergunta
agora. Os outros dois casos vamos discutir logo depois: sobre a(s?) 0-tupla(s?) aqui
mesmo; e sobre tuplas infinitas nas §189 e §191 onde conhecemos seqiiéncias e familias
indexadas respectivamente.



§189. Seqiiéncias 317

D8.116. Definigao (Tuplas de tamanho 1). Observe que escolhendo definir a 1-
tupla como

(v =

atendemos nossas exigéncias:
(z) =(y) = z=y

que é exatamente a igualdade desejada. Ou seja, para nossos objectivos podemos iden-
tificar os objetos (z) e x. A partir disso, faz sentido considerar que o produto cartesiano
dum conjunto s6 é o proprio conjunto, e logo ter A! = A

? Q8.117. Questao. E sobre 0-tuplas? Faz sentido considerar esse tipo? Teria “habi-
tantes”, ou seja, objetos desse tipo? Se sim, quantos, e quais sdo? Se n#o, por que
nio?

8.118. A 0-tupla. Seguindo nossa intui¢do com as tuplas dos outros tamanhos, o que
seria uma 0O-tupla? Bem, para determinar um objeto ¢ desse tipo, precisamos definir
suas. . .0 projecgoes. Vamos fazer isso aqui:

Pronto. Acabei de definir as...0 coisas que precisava definir. Logo existe uma tunica 0-
tupla, que denotamos por () mesmo. E qual seria o produto cartesiano 0-ario, duma—na
verdade, da tnica—O0-tupla de conjuntos?

8.119. O produto cartesiano 0-ario. Dados...0 conjuntos, seu produto cartesiano
deve ser o conjunto de todas as 0-tuplas cujo i-ésimo componente pertence ao i-ésimo
dos 0 conjuntos. Mas s6 tem uma 0-tupla e ela satisfaz essa condigéo, entdo o produto
cartesiano de 0 conjuntos, é o singleton {()}. Logo devemos definir

A E )

e consideramos o {()} como identidade (elemento neutro) da x, identidicando, por exem-
plo, as tuplas

(0 (=) e (x,y)

nesse contexto.

E agora, prontos para tamanho infinito: seqiiéncias.
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§189. Seqiiéncias

A generalizacéo de tuplas para seqiiéncias é bem simples. Uma n-tupla (ag, ..., a,—1) tem
um componente para cada uma das n posi¢oes i =0,...,n — 1, e nada mais.

P8.120. Nogao primitiva (seqiiéncia). Uma seqiiéncia tem um componente para
cada natural i € N. Usamos a notacdo (a,), para denotar a seqiiéncia cujos primei-
ros termos sao

ap,a1,02,03, . ..

O interface de seqiiéncias entdo é uma infinidade de perguntas-projec¢des, uma para cada
natural, que costumamos denotar apenas por indices subscritos mesmo, como fizemos
em cima.

8.121. Observacao (Ligador de variavel). Na notagao (a,), o n ¢ um ligador da
variavel n.

8.122. Observagao. O que chamamos de seqiiéncia é também conhecido como seqiién-
cia infinita. Uma seqiiéncia finita é apenas uma n-tupla, para algum n € N.

! 8.123. Aviso (abuso notacional). Quando escrevemos uma seqiiéncia (a,), onde pelo
contexto esperamos ver um conjunto, a entendemos como uma denotacido do conjunto
{a, | n € N}. Por exemplo, escrevemos

abu 1

E(an)n = ;€{an | neN},

abu
(an), €A & {a, | neN} CA, 5

N |

etc.

o—

8.124. Cuidado. Em certos textos aparece a notagéo a, ou {a,} para denotar uma
inteira seqiiéncia. Aqui ndo vamos usar nenhuma dessas, pois introduzem ambigiiidades
possivelmente perigosas:
e Se encontrar a expressdo ‘a,’, é a seqliéncia inteira ou apenas o n-ésimo membro
dela?
e Se encontrar a expressdo ‘{a,}’, ele denota a seqiiéncia inteira, o singleton cujo
inico membro é a seqiiéncia inteira, ou o singleton cujo tinico membro é o n-ésimo
membro da seqiiéncia?

? Q8.125. Questao. Como definarias igualdade para seqiiéncias?
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D8.126. Definicao (Igualdade). Sejam (a,),, (b,), seqiiéncias. Definimos sua igual-
dade por

(@n)y = (bn), <5 (Yn € N)[an = by ].

8.127. Seqiiéncias e limites. No coracdo de calculus é o estudo de seqiiéncias de
numeros reais. No Capitulo 6 definimos a nogdo de limite de uma seqiiéncia de reais
(an),,, € no Capitulo 17 estendemos essa idéia num contexto mais geral e abstrato, onde
os membros da seqiiéncia ndo sdo necessariamente nimeros reais, mas membros de um
espago métrico. Nada mais por enquanto—paciéncia!

8.128. Seqiiéncias de conjuntos. Mais interessantes para a gente neste momento sao
sequiéncias de conjuntos.

? Q8.129. Questdo. Imagina que temos definido, para cada n € N, um conjunto A,.
Como tu definirias os conjuntos (J;— o A, € (g An ?

D8.130. Definicao. Seja (4,), uma seqiiéncia de conjuntos. Definimos os operadores
unarios (J,~, e (,—, pelas:

T € U A, = def (IneN)[z € A,]

re ﬂA &y (vneN)[z € A,).

As vezes usamos as notacoes mais curtas: |J,, A, e (),, A, respectivamente, mas cuidado:
UA, é a unido (grande) do conjunto 4,, que é o n-ésimo membro da seqiiéncia de
! ) o n s . o
conjuntos (4,),. Por outro lado, |J,, A4, ¢ a unido da seqiiéncia, ou seja o J,_, A

Mesmo cuidado sobre intersecgoes.

EXERCICIO x8.57.
Sejam (4,), e (By,), duas seqiiéncias de conjuntos tais que

para todon e N, A, C B,1.

Demonstre que:

‘T
n=0 n=0

(x8.57HO0)
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EXERCICIO x8.58.
Sejam (4,), e (By,), duas seqiiéncias de conjuntos tais que

para todo ntimero par m, A,, C B, /s.

Demonstre que:
() 4n S ) Bn.
n=0 n=0

(x8.58H0)

EXERCICIO x8.59.
Sejam (A,), e (B,), duas seqiiéncias de conjuntos tais que

n
para todo ntimero primo p, A, C Ba,.

Demonstre ou refute: - -
(4. < | Bn
n=0 n=28

(x8.59H0)

EXERCICIO x8.60.
Na Definicao D8.130 definimos elementariamente as operagoes (J,-, e ., Defina-las

usando as operacoes de |J e ). (x8.6010)

8.131. Proposigao. Para todo conjunto C e cada seqiiéncia de conjuntos (Ay),,,

c\JAn=)(C\A4,)
n=0 n=0
n=0 n=0

DEMONSTRAGAO. Sejam C conjunto e (4,,), seqiiéncia de conjuntos.
Mostramos as duas inclusées da primeira igualdade separadamente:

(9): Seja z € C\ U, A, ou seja, z € C (1) ¢ ¢ ¢ U, An (2). Vamos demonstrar que
z e, (C\Ay,), ouseja, que para todo u € N, z € C'\ 4,. Seja u € N. Basta demonstrar
entdo duas coisas: z € C e x ¢ A,. A primeira ja temos (é a (1)). A segunda é direta
conseqiiécia da (2): z nao pertence a nenhum dos A’s, entdo nem ao A,.
(2): Deixo pra ti (Exercicio x8.61).

Temos mais uma igualdade para demonstrar, novamente em duas partes:
(©): Seja z € C'\ N, An, ou seja z € C D) e ¢ ¢ N, An (2). Vamos demonstrar que
zel], (C\ Ay), ouseja procuramos w tal que z € C'\ Ay, ou seja, tal que z € C e z ¢ A,.
Observe que nosso primeiro alvo nio tem nada a ver com w, e na verdade ja temos: é
o (1). Agora usando a (2) achamos o desejado natural: seja w € N tal que x ¢ A,,.
(2): Deixo pra ti também (Exercicio x8.62). |

Bora terminar a demonstracdo da Proposicao 8.131:
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EXERCICIO x8.61.
Demonstre a primeira (2) que deixamos na demonstrac¢io da Proposicao 8.131. (x8.61H0)

EXERCICIO x8.62.
E a segunda. (x8.62H0)

Tu provavelmente adivinhaste: a Proposicdo 8.131 é uma generalizagdo da 8.63, algo
que—que surpresal—tu demonstraris no exercicio seguinte:

EXERCICIO x8.63.

O que precisamos fazer para ganhar a Proposicao 8.63 como um corolario da Proposi-
¢éo 8.1317 (x8.63H1)

EXERCICIO x8.64.
Tente escrever uma demonstragio da Proposigao 8.131 usando férmulas como foi visto—e
criticado—mno Aviso 8.64. (x8.64110)

EXERCICIO x8.65.
Demonstre ou refute: para todo conjunto A e toda seqiiéncia de conjuntos (B,,)

n

AU ﬂ B, = ﬂ (AUBn)
n=0 n=0
(x8.65H0)
EXERCICIO x8.66.
Para n € N, defina os conjuntos de naturais
A,={ieN | i<n} B, =N\ A4,.
Calcule os conjuntos |J,, A, €, Bn- (x866H1)

EXERCICIO x8.67.
Seja (A,), uma seqiiéncia (infinita) de conjuntos. A afirmagao

8

DL

N .
n=0

Ap =

m n=0

é verdadeira? Se sim, demonstre; se nio, refute; se os dados nao sdo suficientes para
concluir, mostre um exemplo e um contraexemplo. (x8.67H1)

! 8.132. Aviso. Uma diferenca importantissima entre os operadores }_ e |J e seus indices:
um “somatorio infinito” ndo é nem associativo nem comutativo! O seguinte teorema de
Riemann é bastante impressionante!
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©8.133. Teorema (Riemann’s rearrangement). Se uma série infinita Y a; de reais
é condicionalmente convergente,” entdo podemos apenas permutando seus termos criar
uma nova série infinita que converga em qualquer x € [—oo, 00] que desejamos.

ESBOGO. Separe as metas: (i) mostrar como criar uma série que converge num dado
namero ¢; (ii) mostrar como criar uma série divergente.
Observe que como > a; é condicionalmente convergente, ela contem uma infinidade
de termos positivos, e uma infinidade de termos negativos. Para o (i), fixe um ¢ € R.
Fique tomando termos positivos da série a; até seu somatoério supera o £. Agora fique
tomando termos negativos da a; até seu somatorio cai embaixo do . Agora fique tomando
termos positivos até superar o 4, etc. etc. Continuando assim conseguimos construir uma
série feita por termos da > a; que converge no ¢. Para o (ii), a idéia é similar. [ (o8.133p)

8.134. Limites de seqiiéncias de conjuntos. Seja (A,), uma seqiiéncia de conjuntos.
Podemos definir a nocéo lim,, A, de limite dessa seqiiéncia. Claramente, ndo todas as
seqiiéncias de conjuntos convergem em algum limite. Investigamos isso nos problemas

(Problema I18.12 e Definigao D8.168).

§190. Multisets

8.135. Descripgao. Coloquialmente falando, um multiset (também bag ou sacola) M é
como um conjunto, s6 que ele ndo pode responder apenas em perguntas do tipo «o objeto
x pertence ao M7», mas também em «quantas vezes pertence o x ao M7». Seus membros
continuam sem ordem, mas agora tem multiplicidade. Usamos a notagdo {xg, z1,...,Ty}
para denotar multisets, ou até {zg,z1,...,z,} sobrecarregando a notacao {...} se é claro
pelo contexto que é um multiset e ndo um conjunto.

8.136. Igualdade. Consideramos os multisets M e M’ iguais sse para todo z,

x pertence n vezes ao M <= x pertence n vezes ao M.

Multisets tém muitos usos na ciéncia da computacio: acabam sendo a ferramenta ideal
para (d)escrever muitos algoritmos, e muitas linguagens de programagdo ja tém esse
tipo implementado. Mas seu uso em matemética é menos comum. De qualquer forma,
fez sentido introduzi-los agora junto com seus tipos-amigos, pelo menos para saber so-
bre sua existéncia na literatura. Voltamos depois para implementé-los (Exercicio x9.37,
Problema I116.8); ndo se preocupe neste momento com eles.

Intervalo de problemas

57 Uma série Z a; é condicionalmente convergente sse ela é convergente, mas a Z \ai| nao é.
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PROBLEMA II8.9.

Sejam (A,),, e (By), duas seqiiéncias de conjuntos, tais que para todo n € N, A,, C B,,.
Podemos concluir alguma das afirmacoes seguintes?:

(I18.9H1)

PROBLEMA II8.10.
Seja (A,), seqiiéncia (infinita) de conjuntos. Defina recursivamente uma seqiiéncia de
conjuntos (D,,),, tal que (informalmente):

para todo k €N, Dy, = AgU A U---UA,_;.

Em outras palavras, precisas definir formalmente a operagio unido unéria limitada
(Uf;ol —) para qualquer k € N. Demonstre que para todo n € N,

n—1 o]
U 4ic | 4.
=0 m=0

Dy

O que muda se trocar de unides para intersecgoes? (118.10H0)

PROBLEMA I18.11 (Sanduichando uma seqiiéncia de conjuntos).
Seja (Ay), uma seqiiéncia de conjuntos. Demonstre que para todo k € N,

ﬁ Ay C AL C D A;.
i—k i—k

Ou seja, temos:

Co:=AgNAINAs;NA3N--- C Ay C AgUAIUAUA3U--- =: Dy
01!: AlﬂAgmAg,ﬁ'-' - A]_ - AlUAQUAg,U'--:ZD]_
C Ay C

Cy = Ay NAsN--- Ay UAgU -+ =: Dy

(I18.11HO)

§191. Familias indexadas

Na §189 vimos como nos livrar da restricgdo de usar um conjunto {0,...,n —1} como
“rotulos” para indexar os membros duma tupla e, usando o conjunto infinito N, chegamos
na idéia de segiiéncias. Agora vamos generalizar os conceitos tanto de tuplas, quanto de
seqiiéncias: oi, familias indexadas!
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8.137. Motivagao. A idéia que nos motiva é: por que nos limitar “acessando” os mem-
bros de uma tupla apenas usando inteiros como indices (rétulos), enquanto podemos
“liberar” qualquer objeto para servir como rétulo? E € assim que fazemos mesmo.

EXEMPLO 8.138.
Seja C o conjunto de todos os paises do mundo e, para cada c € C, seja V. o conjunto de
todos os vilarejos do ¢. Em simbolos,

Ve.={v | v & um vilarejo no pais c}.

O que acabamos de definir aqui? Para cada pais ¢ € C um novo objeto foi definido:
o conjunto de todos os vilarejos de c¢. Ou seja, acabamos de definir varios objetos,
exatamente um para cada membro do C. Assim que determinar isso, dizemos que temos
uma familia indexada por C.

D8.139. Definicao (familia indexada). Chegamos assim na idéia de familia inde-
xada por algum conjunto Z, cuja totalidade denotamos por (a;);c; ou (a; | i € Z), onde
a; ¢ um determinado objeto para cada i € Z. Chamamos o Z o conjunto de indices da
familia, e quando ele é implicito pelo contexto denotamos a familia apenas com (a;),. Al-
ternativamente usamos como sinénimo o termo Z-tupla, enfatizando assim que o conceito
de familia indexada é apenas uma generalizagdo da n-tupla.

Mais uns exemplos de familias indexadas:

EXEMPLO 8.140.
Seja P o conjunto de todas as pessoas do mundo. Definimos para cada pessoa p € P,
os conjuntos A4, e C,, de todos os ancestrais e todos os filhos de p, respectivamente. Ou

seja, acabamos de definir duas familias inderadas de conjuntos: a (A,) ea (Cp)

peEP pEP"

EXEMPLO 8.141.
Seja A o conjunto de todos os aeroportos. Para cada aeroporto a € A, seja

D, ¥ {be A | existe voo direto de a para b} .

Acabamos de definir uma familia de conjuntos (D, | a € A).

EXEMPLO 8.142.
Seja B o conjunto de todos os livros. Para cada livro b € B, sejam

Ay € {a | aéum autor do livro b}

W, € {w | wéuma palavra que aparece no texto do livro b} .

Sabendo a definicdo de igualdade entre tuplas, definir igualdade entre familias indexadas
é facil.

D8.143. Defini¢ao (Igualdade). Sejam (a;),c7, (bi);c; familias indexadas por um con-
junto de indices Z. Chamamo-nas iguais sse

(Vi € T)[a; = b;]-
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? Q8.144. Questao. Como tu definarias as operagoes (unarias!) de unido e de intersecgao
para familias?

D8.145. Definigao. Seja (A;);.; ¢ uma familia de conjuntos indexada por um conjunto
de indices Z. Definimos

def

erAié(HieI)[xeAi] xeﬂAi@(VieI)[a:eAi].
1€T i€l

Note que em palavras de rua, as definigdes sdo igualzissimas: um objeto pertence a
unido da familia sse ele pertence a pelo menos um dos seus membros; e perence a sua
interseccéo sse ele pertence a todos os seus membros.

» EXERCICIO x8.68.
Sejam I,J conjuntos de indices e para cada k € I U J seja A, um conjunto. A afirmacéo

U Ak:UAkﬂUAk

kelnJ kel keJ

é verdadeira? Responda... (1) sim, e demonstre; (2) ndo, e refute; ou (3) depende, e
mostre um exemplo e um contraexemplo. (x8.68H1)

Deixando o Exercicio x8.68 nos guiar, chegamos numa investigaco interessante:

» EXERCICIO x8.69.
Sejam Z, J conjuntos de indices, e suponha que para cada membro k£ € ZUJ um conjunto
Ay é determinado. O que podemos concluir sobre os conjuntos

U A, (D) UAiUUAj U A (D) UAmUAj

keZuJg €L JjeET keINg €T JjET
N 4 @ Nav4 N 4 ) NAn()4
keTug €T jeT keINTg €L jedJ

das opgoes: ‘=", ‘C’ ‘D’ etc. Investigue. (x8.69110)
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§192. Conjuntos indexados vs. familias indexadas

D8.146. Defini¢ao (Conjuntos indexados). Quando usamos um conjunto B para
“indexar” um conjunto A, chamamos o A um conjunto indexado por B. Temos entdo:

A={...b... | beB}.

8.147. Observacgao. Todo conjunto A pode ser indexado por ele mesmo, pois
A={a | acA}.

Em outras palavras, o “conjunto indexado” ndo é um tipo diferente do tipo “conjunto”.
Nao faz sentido nos perguntar se um conjunto A é indexado ou néo, pois todos séo (pelo
menos por eles mesmo).

8.148. Observacgao (Tomando elementos de conjuntos indexados). Suponha que
temos um conjunto A indexado por um conjunto B # {:

A={bla() | be B}.

Como podemos “tomar um arbitrario membro de A”? Claramente podemos dizer: “seja
a € A7, algo valido para qualquer conjunto A # (). Mas nesse caso, “sejando” um b € B,
determinamos um membro de A: o bla(b). Assim, se demonstrarmos algo sobre o bla(b),
isso € suficiente para concluir que todos os elementos de A satisfazem esse algo. Imagine
entdo que queremos demonstrar que

ACC.
Podemos seguir o caminho padrao, demonstrando
(Va € A)[a € C],
mas temos um caminho alternativo que podemos seguir nesse caso: demonstrar que

(Vb € B)[bla(b) € C].

8.149. Igualdade entre conjuntos indexados. Para mostrar que dois conjuntos
indexados pelo mesmo conjunto sdo iguais, é suficiente mostrar que sdo iguais como
familias—mas nao necessdrio: veja Cuidado 8.150.

Por exemplo, sejam A, B conjuntos indexados pelo mesmo conjunto C':

A={bla(c) | ce C} B ={blu(c) | ce C}.

Suponha que queremos demonstrar A = B. O caminho orthédoxo seria seguir a defini¢do
de igualdade de conjuntos e demonstrar

(Vz)[r € A < z € B], ou seja, ACB & ADB.

Mas, vendo eles como conjuntos indexados por o C, podemos matar o alvo A = B numa
maneira alternativa, aplicando a defini¢do de igualdade de familias indexadas. No final
das contas, parecem familias indexadas por o mesmo conjunto de indices (o C). Entéo
demonstrando a afirmacao

(Ve € C)[bla(c) = blu(c) ]

é suficiente para demonstrar que A = B.



o—

§194. Coberturas e partigoes 327
8.150. Cuidado (Suficiente mas nao necessario!). Observe que mostramos algo
ainda mais forte: nao é apenas que A = B como conjuntos, mas como familias indexadas

também, ou seja, concordam em todo indice. Mas: pode ser que como familias ndo séao
iguais, mas como conjuntos, sdo, como o exemplo seguinte mostra:

EXEMPLO 8.151.
Considere os

A={z+1|z€Z} B={z—-1|z€eZ}.

Sao dois conjuntos indexados pelo mesmo conjunto Z. Obviamente A = B, mas para
nenhum indice x € Z temos x +1=x — 1.

§193. Disjuntos dois-a-dois

D8.152. Defini¢ao. Seja «f uma familia de conjuntos. Chamamos seus membros dis-
juntos dois-a-dois sse nenhum deles tem elementos em comum com nenhum outro deles.
Em simbolos:

os conjuntos da o sdo disjuntos dois-a-dois <= (VA,Be d)[A#B = ANB=10].
Similarmente para familias indexadas:
os conjuntos da (A4;),., sdo disjuntos dois-a-dois JLEN (Vi,jel)|i#j = A, NA;=0].

E logo para seqiiéncias também:

os conjuntos da (4,), sao disjuntos dois-a-dois L (Vi jeN)[i#j = AN A;=0].

EXERCICIO x8.70.
Ache uma familia de conjuntos #/ com (& = @ mas cujos membros ndo sio disjuntos
dois-a-dois.

§194. Coberturas e partigoes

Terminar and include figures
D8.153. Defini¢ao (cobertura). Seja B conjunto e ¢ uma familia de conjuntos. Di-
zemos que ¢ é uma cobertura de B sse a unido da familia contem o B:

ol cobre B <% Ugﬁi_)B.

(x8.70HO0)
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D8.154. Defini¢ao (particdo). Seja B conjunto e & uma cobertura de B. Dizemos
que ¢ é uma particdo de B sse todos os membros da ¢ sdo subconjuntos habitados de
B e disjuntos dois-a-dois.

EXERCICIO x8.71.
Seja A ={0,1,2,3,4,5,6}. Quais das colecgdes seguintes sdo partigdoes do A?:

di = {{0,1,3},{2},{4,5},{6} } ds = {{0,1,2},{2,3,4},{4,5,6} }
oy = {{0,1,2,3},0,{4,5,6} } de = {{1,2},{0,3},{5},{6} }
ds = {{0,1,2,3,4,5,6} } gy ={{0,1,2},{3},{4,5,6,7} }

sy = {{0},{1} {2}, {3} . {4} .{5} . {6} } s = {{0}.{1,2},{6,5,4,3} }.

(x8.71H1)

§195. Traduzindo de e para a linguagem de conjuntos

Lembra os exemplos 8.140, 8.141, e 8.1427 Bom. Vamos practicar nossa fluéncia em
cojuntos usando esses exemplos agora.

EXERCICIO x8.72.
Para toda pessoa p € P defina A, e C}, como no Exemplo 8.140. Suponha que p, ¢, r deno-
tam pessoas. Traduza as afirmagoes descritas na linguagem de conjuntos para linguagem
natural e vice versa.
(a) p e ¢ sdo irméaos;
) Cyp # 0;
) p é filho tnico;
) p e g s@o parentes;
) p e qsdo primos de primeiro grau,
) r é filho dos p e ¢;
) CpNCy # s
) Ap C Ay
) 0c Cp € Cg;
) GpeP)peCyl

b
¢
d
e
f
g
h

—~— o~ e~

—~
—

J

P

(x8.72H0)

§196. Produto cartesiano generalizado

8.155. Vamos comecar com dois objetos a e b, nessa ordem, ou seja com uma tupla (a, b).
Ja sabemos como generalizar essa idéia para uma famdlia indexada por um conjunto
abstrato de indices Z, chegando assim na (a;);7-

Agora comece com dois conjuntos A e B, nessa ordem, ou seja com uma tupla (A, B).
Podemos formar o produto cartesiano dela, que em vez de escrever x (A, B) escrevemos
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com notagdo comum e infixa A x B.
produto de (A, B) = {{a,b) | a€ A & be B}

Com mais detalhes: o produto da tupla de conjuntos (A,B) é o conjunto de todas as
tuplas {(a,b) tais que seu primeiro membro pertence no primeiro membro da nossa tupla
de conjuntos (A, B), e seu segundo membro pertence no segundo membro de (A, B).

? Q8.156. Questao. Como generalizar isso de tuplas para familias indexadas? Lembre-
se que em famfilias indexadas nédo existe mais essa idéia de primeiro e sequndo membro.
Em vez disso, temos membro no indice i, um para cada i € Z.

8.157. Procurando uma generalizagdo. Antes de responder na pergunta, vamos
construir nosso caminho numa forma mais metodica.

<A7 B> ~ AxB

(Adiez ~ 7

Um passo importante é perceber que nessa situacio sao envolvidos dois processos: um de
“formar o produto de coisas”, e outro de “generalizar de tuplas para familias indexadas”.
Entdo uma imagem melhor seria o diagrama

product

(A, B) AxB
generalize ' generalize
(A1), ——-Product oy

onde idealmente deveria comutar, que informalmente quis dizer que os dois caminhos
que nos levam de (A, B) para o desejado ?? vao chegar na mesma coisa. (Teremos muito
mais a falar sobre diagramas comutativos nos proximos capitulos.)

Assim fica mais fécil achar o 77:

(A, B) {{a,b) | a€ A & be B}
<A0,A1> {<a07a1> | ap EAQ & aq €A1}

l l

(Ag, A1) ————— {{ag,a1) | a; € A; para todo ¢ € {0,1}}

| H

(Ai)ieI ”””””””””””””””””””””””” » 77
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A defini¢do correta agora da idéia que estavamos procurando é 6bvia:

o produto da (4;),.7 € o conjunto { (a;);e7 | a; € A; para todo i € }.

S6 basta achar uma notagao legal para esse conjunto, e essa escolha também é facil.

D8.158. Defini¢ao (Produto cartesiano de familia). Seja (4;),.; uma familia in-
dexada de conjuntos. Definimos seu produto cartesiano

114 9 {(ai)jer | @i € A; paratodoicZ}.
ieT

» EXERCICIO x8.73.
Seja Z um conjunto finito de indices e para cada i € Z seja A; um conjunto finito. Qual
a cardinalidade do [, 4,7 (x8.73H1)

8.159. Escolhedores. Vou tentar dar um ponto de vista “no nivel coragéo” sobre o
produto duma familia. Vamos comegar com o produto cartesiano “normal” (ou seja,
aquele que forma n-tuplas mesmo). Como exemplo real, vamos considerar os 3 conjuntos:
A, B,C Nesse caso o que seria 0 A x B x C?7 Agora tome um membro ¢t do A x B x C. O
que ele é? Uma tripla, certo. Com certeza tem a forma

t=(a,b,c)

para alguns a € A, b € B, e c € C. Mas o que ele é no meu coracao? Como a gente o
chama no meu bairro? Posso pensar que ele é um escolhedor. Ele escolhe exatamente
um membro de cada um dos conjuntos A, B,C. Pense que os A, B, e C por exemplo sdo

conjuntos de “starter”’, “main course”, e sobremesa respectivamente

A = {salada, sopa, tzatziki}
B = {pizza, carbonara, pastitsio}
C = {tiramisu, yogurte}

E esse é o menu dum restaurante onde para jantar o cliente (escolhedor) precisa escolher
exatamente uma opcao de cada. O produto cartesiano A x B x C entao, que é o

A x B x C = {(salada, pizza, tiramisu)
, (salada, pizza, yogurte)
, (salada, carbonara, tiramisu)

, (tzatziki, pastitsio, tiramisu)
, (tzatziki, pastitsio, yogurte)}.

representa todos os possiveis escolhedores. A tripla
(tzatziki, pastitsio, tiramisu)
entdo além de ser “apenas uma tripla”, pode ser vista como o escolhedor que escolheu:

tzatziki € A
pastitsio € B
tiramisu € C.
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Observe que a i-ésima escolha do escolhedor, pertence ao i-ésimo argumento do produto
Ax B x C, onde aqui i € {0,1,2}.

Na mesma maneira entdo, dada familia indexada de conjuntos (4;),.; cada membro
do seu produto cartesiano

HAi ={(ai);er | @i € A; para todo i€ T}
i€T

é uma familia indexada
(a:);e7 tal que a; € A; para todo i € Z,

ou seja, um escolhedor que escolha um membro de cada um dos membros da familia
(Ai);er: a i-ésima escolha a; do escolhedor (a;),.; pertence ao i-ésimo argumento A; do
produto [],.; A;. Pense nisso.

Notacdo: II; vs. II
§197. Conjuntos estruturados

Elaborar

8.160. Conceito, notagao, igualdade. Ja encontramos a idéia de estrutura (interna)
dum conjunto (foi no Nota 8.15).

8.161. Aviso (abuso notacional). Suponha A4 = (A4 ;...) é algum conjunto estrutu-
rado. Tecnicamente falando, escrever ‘a € A’ seria errado. Mesmo assim escrevemos sim
‘a € A’ em vez de ‘a € A’, e similarmente falamos sobre «os elementos de A» quando na
verdade estamos se referendo aos elementos de A, etc. Em geral, quando aparece um
conjunto estruturado A num contexto onde deveria aparecer algum conjunto, identifica-
mos o A com seu carrier set A. As vezes usamos até o mesmo simbolo na sua definicgo,
escrevendo A = (4;...).

8.162. Conjuntos estruturados com constantes.

Escrever

8.163. Conjuntos estruturados com operagoes.

Escrever

8.164. Conjuntos estruturados com relagées.

Escrever

D8.165. Definigdo. Sejam conjunto A, uma operacdo binaria * no A, e um g € A.
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Dizemos que:

A é x-fechado Va,be A)axbe A
Va,b,c € A)[(axb)xc=ax(bx*c)]

(
(
(Va,be A)[axb=bxa]
(
(

2 ﬂ
@
o

* & associativa

2 ﬂ
@
o

* & comutativa

2 ﬂ
@
o

Va € A)[uxa=a]
Va € A)[a*xu=a]

u é uma *-identidade esquerda

2 ﬂ
@
o

u € uma *-identidade direita

2 ﬂ
@
o

u € uma *-identidade

!

(Va € A)[uxa=a=ax*u]

a
@
o

y € um x-inverso esquerdo de g y*g=e, onde e é uma x-identidade

2 ﬂ
@
o

y € um x-inverso direito de g gxy =e, onde e & uma x-identidade

1

y € um x-inverso de g yxg=e=gxy, onde e éuma x-identidade

onde néo escrevemos os “x-” quando s&o implicitos pelo contexto.

8.166. Operando numa lista vazia de objetos. Suponha que para algum k € N
temos uns objetos

ag, a1, -.,0k—-1

definidos. Ou seja, temos k objetos. O que seria o resultado operando eles entre si? Isso
é algo que denotamos por

apg *ap k- >k Ap—1 ou aopQyq * - Ak—1-
Como a operacgdo associativa, essa expressdo faz sentido, assim sem parénteses, para
qualquer k > 0. E, se a operacio tem identidade, entdo ela é definida até para o caso

extremo de kK = 0. Se k = 0 temos uma lista de 0 membros para operar. E realmente
definimos esse resultado para ser a identidade da operacéo.

D8.167. Definigdo. Seja R uma relagdo num conjunto A e X C A. Chamamos o X de
R-fechado sse para todo z € X, e todo a € A com z R a, temos a € X também.

Problemas

LECIBJOl Maybe have a first contact with o-rings, o-fields, topologies, etc.
» PROBLEMA TI8.12.
Seja (Ay), uma seqiiéncia de conjuntos. Definimos os conjuntos

A={JN A4 A=A

i=0j=1i i=0 j=i

E verdade que um desses conjuntos ¢ subconjunto do outro? Sao iguais? Sao disjuntos? (usi2i12)
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» PROBLEMA II8.13 (Nivel coragdo).
Entenda no teu coragdo o que tu demonstraste no Problema I18.12. Como descreverias
os elementos dos A, e A*? Explique com “palavras da rua” justificando o resultado
obtenido. (118.13H12345678)

» PROBLEMA II8.14.
Demonstre que a incluséo conversa nao é sempre valida. Ou seja: construa seqiiéncia de
conjuntos (4,), tal que
A, C A"

Podes construir uma tal que ambos os A,, A* sdo infinitos e cada um dos A,’s ¢ um
subconjunto finito de N7 (T18.1410)

Os A, e A* do Problema 118.12 merecem seus proprios nomes!

D8.168. Definicao. Seja (4,),
ferior e seu limite superior pelas:

liminf, A, o G ﬁ A; lim sup,, 4, &f ﬁ G Aj.

i=0j=i i=0j=i

uma seqiiéncia de conjuntos. Definimos seu limite in-

Note que pelo Problema I18.12 sabemos se um é subconjunto de outro ou nao. Mas
pode ser que os dois conjuntos sdo iguais. Digamos que a seqiiéncia de conjuntos (A,)
converge sse

n

lim inf,, 4,, = limsup,, A,.

Nesse caso, chamamos esse conjunto de limite da (A,), e usamos a notacdo lim, A,, para
denoté-lo.

D8.169. Definicao. Seja (A4,), uma seqiiéncia de conjuntos. Dizemos que (4,), é uma
seqiiéncia crescente sse A; C A;41 para todo i € N. Similarmente, (A,), ¢ uma seqiiéncia
decrescente sse A; D A;11 para todo i € N. Rascunhamente:

(Ay), crescente L AgC A CTAC
(A,),, decrescente L Ag DA DA D

Uma seqiiéncia é monétona (ou monotoénica) sse ela é crescente ou decrescente.

» PROBLEMA II8.15.
Seja (Ay), uma seqiiéncia mondtona. Demonstre que (A,), tem limite. Qual é7 (1I8.15H0)

» PROBLEMA II8.16 (Os paes do sanduiche sdo mondétonos e 6timos).
No Problema II8.11 definimos duas seqiiéncias “sanduichando” a (4,),: uma crescente

(a (Cy),,) e uma decrescente (a (D), ). Pelo Problema II8.15 entdo ambas tém limites,
e realmente temos

lim,, C,, = liminf, A, C limsup,, A, = lim, D,.

Ainda mais é verdade: de todas as seqiiéncias crescentes, (C,,),, ¢ a maior tal que C,, C 4,
para todo n € N; e similarmente de todas as decrescentes, (D,,),, ¢ a menor tal que 4,, C D,
para todo n € N. Formalize o que significam as palavras “maior” e “menor” na afirmacéo

acima, e demonstre sua veracidade. (TI8.16H0)
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Leitura complementar

Podes achar boas explicacgoes, dicas, muitos exemplos resovidos, e exercicios e problemas
para resolver no [Vel06: §1.3 & §2.4].



CAPITULO 9

FUNCOES

Neste capitulo estudamos mais um #ipo importantissimo e fundamental em matematica: a fungdo.
Nosso objectivo aqui é familiarizar-nos com fungées, entender como podemos defini-las, usé-las,
combiné-las para criar novas, operar nelas, etc.

Vamos brincar com a poderosa nota¢io lambda do A-calculus (§204), e com fungdes de
ordem superior (§206) e apreciar que gragas a currificacdo (§207) nem precisamos fungdes de
aridades maiores que 1. Aqui aprendemos também o que sio mesmo os diagramas comutati-
V0S8 (§215), ferramentas que vamos usar constantemente a partir de agora! Estudamos também o
que realmente significa definir fungdes recursivamente (§220), algo que temos feito “sem pensar”,
baseados na nossa intui¢do e no nosso insticto muitas vezes até agora. Finalmente (§224) teremos
nosso primeiro contato com categorias, que oferecem uma abordagem e linguagem unificativa
para diversos cantos de matematica (e mais). (O Capitulo 15 e dedicado na teoria das categorias.)

Bem depois, no Capitulo 16, vamos nos preocupar com a questdo de como implementar
esse tipo (o tipo de fungdes), como fundamentar esse conceito—mas esquega isso por enquanto.
Primeiramente precisamos entender bem o que é uma fun¢do e como se comporta. E muitas
ferramentas relevantes. Boral

§198. Conceito, notacgao, igualdade

9.1. Black boxes. Comegamos imaginando fung¢des como black boxes; parecidos mas
diferentes daqueles que usamos para conjuntos (8.15), pois essas caixas tém uma entrada
mas também uma saida propria:

P9.2. Nocgao primitiva (funcao). Sejam A, B conjuntos. Chamamos f uma fungdo
de A para B, sse para todo z € A, o simbolo f(z) é definido e f(z) € B. O f(z) é o
valor da f no z. O dominio ou source da f é o conjunto A, e seu codominio ou target
é o conjunto B. Consideramos entdo que a funcgao f associa para todo elemento a € A,
exatamente um elemento f(a) € B.

335
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D9.3. Definigao. Escrevemos

f:A— B e sinonimamente A——B

para dizer que f € uma funcdo de A para B, e escrevemos
f
€ >y

para dizer que f mapeia o x para o y. Definimos também as operagdes dom e cod que
retornam o dominio e o codominio do seu argumento. Resumindo:

f:A->B <& féumafuncio & domf=A & codf=B.
Escrevemos src(f) e tgt(f) como sinénimos de dom(f) e cod(f) respectivamente. As vezes
o tipo da funcdo aparece olhando para a direcdo oposta: f: B+« Aem vez de f: A — B.
Escrevemos também fx em vez de f(z), e em certos casos (mais raros) f, ou zf ou até
x f. Podemos referir aos membros do dominio e do codominio duma func¢éo como pontos
desses conjuntos.

9.4. Observagao. Quando escrevemos ‘fz’ (ou ‘f(x)’), estamos escrevendo algo que
representa a aplicagdo da f no z. (E o que estamos denotando é o valor da f no x.)
O simbolo da aplicagdo é invisivel, ou seja, a aplicagdo é denotada pela justaposi¢io
do nome da fungao (aqui ‘f’) e do nome do seu argumento (aqui ‘z’). (ja discutimos
isso no Nota 9.140). Quando precisamos vé-la mesmo na nossa sintaxe podemos usar a
notagao infixa

)
c
0

fQx

f().

9.5. Escrevemos “sejam f,g: A — B’ e entendemos como: “sejam fungdes f e g de A para
B”, e (abusando) se nao temos ja declarados os conjuntos A, B, a mesma frase entendemos
com um implicito “sejam conjuntos A, B e funcoes ...”. Do mesmo jeito, a frase

. f
«Sejam A —— B ELAINYGN
pode ser equivalente & frase
«Sejam conjuntos A, B,C, e fungdes f: A— Beg: B —C.»

Espero que d& para apreciar a laconicidade dessa notacao.

9.6. Funcao vs. aplicagdo de fung¢do. Em matematica muitas vezes falamos frases
como as seguintes:

«a fungdo sin(z) é periddicay,
«a funcgéo f(t) é mondtonar,

etc. Literalmente estamos falando algo errado! As fungdes, nesse exemplo, séo as sin e
f, ndo as sin(z) e f(t). Denotamos por sin(z) o valor da func¢ao sin no ponto x, e com
f(t) o valor da fungéo f no ponto t. Claramente, esse “erro” é algo que néao vai confundir
nenhum matematico, e com a minima maturidade matemética ndo vamos encontrar
problema nenhum trabalhando assim. Entendemos entéo que é apenas um “modo de
falar” usado em certos casos. Mas aqui nosso objectivo é estudar e fundamentar bem
a idéia e a “alma” dos varios tipos matemaéticos, ¢ ndo podemos nos permitir nenhum
abuso desse tipo! Essa distingéo vai ficar ainda mais crucial, com a notacao de A-calculus
e com as funcoes de ordem superior.
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9.7. O tipo duma funcao. Seja f : A — B. Chamamos o ‘A — B’ o tipo da f, e
pronunciamos «fungéo de A para B».

EXERCICIO x9.1.
Aqui um programa escrito em C:

int foo(int x)
{

return x + 1;

Qual é o tipo desse x no corpo da foo? Qual o tipo da foo? Cuidado: programadores de
C (e C++, Java, etc.) tendem errar nessa tultima questao!

9.8. Um toque de inferéncia de tipos. Sabendo que f : A — B e xz : A, 0 que
podemos inferir? A resposta 6bvia aqui é essa:

f:A—>B x: A
fx:B

FuNAPP

Escolhi chamar essa regra de FUNAPP de “Function Application”, talvez dando a im-
pressdo errada que é uma regra muito original e nova, que nunca a encontramos antes
mas. . . iSso seria mentira:

EXERCICIO x9.2.
Bem antes de estudar fungoes, a gente encontrou a “mesma’ regra, s6 que com roupas
diferentes, mas nem tanto! De que eu t6 falando?

9.9. Teaser (Curry—Howard). O que tu acabou de descobrir no Exercicio x9.2 &
uma manifestacdo duma conexdo muito profunda entre ldgica e computacdo, conhecida
como correspondéncia Curry—Howard, ou também propositions-as-types and proofs-as-
programs interpretation. A idéia é que podemos ver tipos de fungdes como proposicoes
e vice versa. E nesse caso definir uma func¢do de certo tipo e demonstrar a correspon-
dente proposicao sdo agoes equivalentes. Com esse ponto de vista as demonstracoes séo
objetos bem vivos! Podemos executa-las (pois sdo programas), observar sua execugao e
receber a informacgio que elas retornam. Espero que isso ndo é tdo surpresa, pois ja te-
nho dado muitos spoilers e elaborado essa dinamica de demonstragoes desde os primeiros
capitulos, especialmente no Capitulo 2. Estudando programagéo funcional, 16gica intui-
cionista, teoria das demonstracoes, e teoria dos tipos, tudo isso vai fazer mais sentido,
e essa correspondéncia vai acabar sendo um dos assuntos mais importantes do nosso
estudo nesse texto! Por enquanto paciécia. . .

D9.10. Definicdo. Sejam A, B conjuntos. Denotamos por (A — B) o conjunto das fun-
¢oes de A para B:
def

fe(A—-B) < f:A— B.

O mesmo conjunto denotamos também por B4.

(x9.1H1)

(x9.2H1)
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» EXERCICIO x9.3.
Por qué? Supondo que os A, B sdo finitos, justifique a notacdo B4 para o conjunto
(A — B). (Primeiro objetivo desse exercicio entdo é entender o que significa justificar
uma notagdo nesse caso.) (x0.3H12)

9.11. Condicgoes de funcionalidade. Na Nocao primitiva P9.2 aparece a frase «o
simbolo f(z) é definido». Com isso entendemos que néo existe ambigiiidade, ou seja,
para uma entrada x, a f ndo pode ter mais que uma saida. E gracas a outra frase, «para
todo x € A», sabemos que tem exatamente uma saida. Esta saida é o que denotamos por
f(z). Resumindo:

Para todo z € dom f,

(F-Tot) existe pelo menos um y € cod f tal que z — sy (totalidade);

(F-Det) existe no maximo um y € cod f tal que x . y (determinabilidade).

Quando a 9.11 (F-Tot) acontece dizemos que a f € definida em todo o seu dominio.
Usamos o termo univocidade como sindénimo de determinabilidade.

9.12. Aridade e tuplas. No jeito que “definimos” o que é uma funcio, ela s6 pode
depender em apenas um objeto, apenas uma entrada. Isso parece bastante limitante,
pois estamos ja acostumados com func¢des com aridades diferentes.®® Caso que uma

funcdo precisa mais que um argumento como entrada, usamos a notagdo f(z1,...,x,).
Identificamos isso com uma fungio que recebe “apenas um” objeto como entrada: a
n-tupla (zi,...,z,). Entdo identificamos as notagoes

f(xlw"a n) :f(<xla"'7 n>) :f<x1,~~-axn>

f@) = f((x) = f(x) = fx
FO=10) =10

onde na tltima linha as vezes identificamos com o proéprio f também-—quando néo existe
possibilidade de confusdo—mas vamos evitar isso aqui.

Similarmente, se queremos ‘retornar” mais que um objeto, podemos “empacotar”
todos eles numa tupla, e retornar apenas essa tupla, satisfazendo assim a demanda de
unicidade de funcdo—cuidado pois isso tem que ser refletido no codominio da funcéo!

9.13. Sindénimos. Lembra que usamos varias palavras como sindénimos de “conjunto”?
(Quais?) Pois é, para fungoes a situacéo é parecida. Dependendo do contexto e da énfase,
as palavras seguintes podem ser usadas como sinénimos de “funcéo”. mapeamento, mapa,
map, operagdo, operador, transformagao, etc.

9.14. Intensao vs. extensdo. Como nos conjuntos (Seccio §175), temos novamente
a idéia de intensdo e extensdo de uma funcao. Pensando uma funcio como uma caixa
que dentro dela tem um programa, a extensdo dela nfo seria o que ela faz mesmo in-
ternalmente (isso seria sua intensdo), mas o que ela consegue. Imaginando duas “cai-
xas pretas” f e g onde podemos apenas observar seus comportamentos usando as suas
interfaces e nada mais, faz sentido considerar iguais aquelas que nao conseguimos de-
monstrar nenhum comportamento diferente. Ou seja: qualquer entrada aceitdvel para
uma, deve ser aceitdvel para a outra também (pois, se ndo, isso ja seria uma diferenca
observavel); e ainda mais, para a mesma entrada, as fung¢des tém de atribuir o mesmo
valor—novamente: se nio, isso ja seria um comportamento diferente e observavel.

58 Tembra-se que aridade ¢ a quantidade de argumentos-entradas.
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9.15. Programas vs. fungdes. Considere as duas fungoes £ e g implementadas no
programa seguinte em Python:

def f(x):
while x > O:
x=x -1
return x

def g(x):
if x > 0:
x =0
return x

Suponha que queremos considerar ambas definidas nos inteiros. A extensdo da f é a
mesma com a extensdo da g. Ou seja, como fungbes, temos f = g. Suas intensoes
sao diferentes. A primeira fungéo, dado um numero grande vai fazer bem mais ope-
racoes até finalmente retornar um valor. Tente calcular as duas no interpretador de
Python e também perceberas uma diferenca no tempo que cada uma precisa: compare
os £(1000000000) e g(1000000000). Os programas entdao sdo diferentes (pois num pro-
grama € a intensao que importa) mas as fungoes sdo iguais. Note que quando observamos
caixas pretas, ndo podemos nem medir o tempo que cada uma precisa para responder
com seu valor, nem podemos tocar elas para ver qual ficou mais quente, nem escutar
para possiveis barulhos, etc. Podemos apenas dar uma entrada e observar a saida e nada
mais!

9.16. E o codominio? (I). Em matemética classica, e especialmente em teoria de
conjuntos (Capitulo 16) e analise, em geral ndo consideramos que o codominio duma
funcéo “faz parte dela”. Ou seja, a mesma funcéo sin, por exemplo, pode ser considerada
como

sinj : R —- R sing : R — [—1,1] sing : R — (—00,2).

Para esse matematico entdo, o codominio ndo € algo observdvel: como tu vai diferenciar
entre as sinj, sing, sing acima, se tua tnica interface é dando objetos para elas, e observando
seus valores (saidas)? Pois é, ndo tem como. Por outro lado, se alterar os dominios isso
ja é uma diferenca demonstravel (observavel) com essa mesma unica interface.

EXERCICIO x9.4.
COIIIO? (x9.4H1)

9.17. Recuperavel ou nao?. Com esse ponto de vista, o dominio é um conjunto 7e-
cuperdvel pela propria funcao f, pois podemos definir:

domf"zef{ | Gy){xéy] }

Mas o codominio nao!
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EXERCICIO x9.5.
Qual o problema com essa suposta definicdo de codominio de uma funcéo f7:

codf":ef{y | (ax)[x@y”.

(x9.5H1)

O conjunto definido no Exercicio x9.5 realmente ¢é interessante e importante, s6 que ele
nao é (necessariamente) o codominio da fun¢do, mas o que chamamos de range:

D9.18. Definigdo. Seja f: A — B funcdo. Seu range é o conjunto

range(f) < {y | (ﬂx)[w — y] }

Observe que range(f) C B.

! 9.19. Cuidado. O conjunto que acabamos de definir na Defini¢do D9.18 ¢ também
chamado de imagem da f, e a notagdo im f também é usada para denotd-lo. Ksse
conjunto é a imagem duma funcdo. Nao confunda isso com a imagem dum conjunto
(através duma fungao), algo que estudamos na Seccao §212.

EXERCICIO x9.6.
Podemos considerar a fungéo sin como uma fungéo com os tipos seguintes?:

sing :Q - R sing : R\Q >R\ Q sing: Q —» Q siny : {r} — {0}

(x9.6H0)

9.20. Observagao. Seguindo o ponto de vista do 9.16, tendo uma fungéo f : A — B,
podemos considerar ela como uma fungéo com codominio qualquer superconjunto de B,
sem mudar nada observavel. Em simbolos:

f:A— B & range(f)C B = f:A— B

Esse ponto de vista, identifica fun¢des com gréficos iguais, mas nem definimos ainda o
que é um grafico de fungdo. E o seguinte.

D9.21. Definig¢do. Dado funcgéo f: X — Y, o gréfico da f, é o conjunto

graph / < { (¢, f(z)) | 2 € X }.
Observe que graph f € X x Y.

9.22. E o codominio? (IT). Em outras partes de matematica, especialmente em teoria
das categorias (Capitulo 15), teoria dos tipos (Capitulo 19), e algebra, consideramos
que o codominio duma fungdo faz parte dela sim! Pensando em func¢des como black
boxes entdo, com essa visdo, temos que imaginar que as caixas pretas tem dois rétulos
impressos: um na sua entrada com o dominio escrito nele, e um na sua saida com o
codominio. Assim, a diferenga do codominio vira uma coisa imediatamente observavel:
é s6 olhar no rétulo da saidal
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9.23. Fungdes como black boxes com rétulos. Com a idéia (II) de funcéo visuali-
zamos uma funcéo f: A — B assim:

f@) «——— f = =

9.24. Igualdade de fungdes. Dependendo qual ponto de vista de fungdo seguimos, a
defini¢do de igualdade para o tipo de funcao vai ser diferente! Mostramos primeiramente
as definigoes corretas para o ponto de vista (I) e o ponto de vista (II) (explicados nos 9.16
e 9.22). Depois, escrevendo num jeito diferente, chegamos numa definigio que vamos
realmente usar e que é aplicavel independente do ponto de vista. Nesse texto vamos
sempre deixar claro para cada funcio encontrada qual conjunto consideramos como seu
dominio e qual como seu codominio.?® Assim, a escolha de ponto de vista de fun¢do nao
vai nos afetar.

D9.25. Definicao (Igualdade (I): “Conjuntista’). Sejam f, g fungdes. Digamos que
f = g sse quaisquer duas das afirmagdes seguintes sdo validas:

(1) dom f = dom g;

(2) para todo z € dom f, f(x) = g(x);

(3) para todo z € domg, f(z) = g(z).

Equivalentemente,

f=g LN graph f = graphg.

D9.26. Definicao (Igualdade (II): “Categorista”). Sejam f, g fungoes. Dizemos que
f=gsse

(1) dom f = domg;

(2) cod f =codg;

(3) para todo z € dom f, f(z) = g(x).

9.27. Duas religides. Podemos pensar entao que tem duas religides, que vamos chamar
aqui de Conjuntista e de Categorista. Cada um tem sua idéia do que se trata uma funcao.

. ~ f . .
Note que cada um vai ler as notagdes f: A — B e A —— B numa maneira diferente:

Conjuntista: «f é uma funcdo com dominio A, e range(f) C B»
Categorista: «f é uma fungdo com dominio A, e codominio B».

Vamos escrever agora uma definicdo de igualdade flexivel para satisfazer os dois:

D9.28. Definicao (Igualdade (agnédstica)). Sejam f,g: A — B fungdes. Definimos

f=g & para todo z € A, f(x) = g(z).

59 Exceto numas partes onde esclarecemos qual a nocao de fungdo que utilizamos.
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9.29. Observagdo. Assuma a fé do Conjuntista e leia a Defini¢ao D9.28: ela é equi-
valente & D9.25. Agora assuma a fé do Categorista e leia a D9.28 novamente: ela é
equivalente & D9.26.

D9.30. Definigdo. Uma funcéo f é um endomapa no A sse dom f = cod f = A.

EXEMPLO 9.31.
A funcéo succ: N — N que retorna para cada natural n seu sucessor n + 1. Dando por
exemplo 2 como entrada nela, observamos o valor succ(2) = 3:

N N

3 — suce le—«—— 92

O succ € um exemplo de endomapa.

9.32. Observacgao. Observe que a nocéo de “ser endomapa” néo faz sentido para quem
escolher definir func¢do pela Defini¢ao D9.25 (ou seja, para o “Conjuntista”’) pois ele nem
sabe dizer qual é o codominio duma fung¢io. Logo vamos encontrar mais nog¢des que
também nao fazem sentido pra ele—fique alerto!

§199. Diagramas internos e externos

9.33. Diagramas internos. Em certos casos podemos representar toda a informacéo
numa fungéo usando diagramas internos, ou seja, diagramas que mostram o interno do
dominio e codominio duma funcéao, e como ela comporta nele.

EXEMPLO 9.34.
. . . - f g
Aqui um diagrama interno de duas fungdes A —— B —— C:

A —— B —— C

Aqui o conjunto A tem 2 membros—n#o importa quais s&o, ou seja, os nomes deles—o
B tem 3, e 0 C tem 2 também.
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9.35. Nomes de elementos. E muito comum desenhar esse tipo de diagramas para
construir exemplos e contraexemplos que envolvem fungdes, e quando os quais sdo oS
membros nédo é importante desenhamos apenas um e para representar os membros, com
o entendimento que pontos distintos representam membros distintos. Note que se qui-
sermos definir formalmente um exemplo baseado num desenho, nossa tarefa é trivial:
é s6 escolher nomes para os e e pronto. Por exemplo, dando esses nomes nos pontos
do Exemplo 9.34 chegamos no seguinte:

A ——— B — (C

g
ct u
d
>
et v

E agora para definir isso formalmente na escrita podemos apenas dizer: Sejam os con-
juntos

A ={a,b} B ={c,d,e} C={u,v}
e as fungdes f: A — B e g: B — C definidas pelas:
P
f(b)=d _
gle) =v.

Observe que os a,b,c, etc. ndo sdo varidveis, mas as proprias letras ‘a’, ‘b’, ‘¢’ etc.
Naturalmente escolhemos nomes bem conhecidos, como niimeros, letras, etc.

9.36. Observacgdo. Entao em que corresponde cada uma das setinhas barradas do dia-
grama interno? Numa das equacdes que definam a correspondente funcéo, ou seja, num
par da forma (z, f(z)).

9.37. Diagramas externos. Muitas vezes queremos olhar para a “big picture” e os
detalhes “internos” da configuracdo néao nos importam. Pelo contrério, nos atrapalham:
perdemos a floresta pelas drvores. Nesse caso usamos diagramas externos.

EXEMPLO 9.38.
O diagrama externo da configuracdo do Exemplo 9.34 é o seguinte:

N L Ne)

9.39. Diagramas de endomapas. No caso especial que temos um endomapa f: A —
A, podemos desenhar seu diagrama interno sem usar duas cépias de A, mas apenas
mostrando os mapeamentos assim como o exemplo seguinte sugere.
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e EXEMPLO 9.40.
Considere o diagrama interno:

onde A ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Tecnicamente as setinhas deveriam ter bundas, mas ja que
¢ um diagrama interno so6 tem esse tipo de setas (as ‘—’) entdo nao da pra confundir e
o diagrama fica mais facil de desenhar sem tanta bunda.

§200. Jeccgoes: injecgodes, sobrejecgoes, bijecgoes

e NAOEXEMPLO 9.41.
Nenhuma dessas fungdes é injetora:

Em cada caso uma razao é enfatizada com cor.

e NAOEXEMPLO 9.42.
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E aqui nenhuma dessas fungdes é sobrejetora:

Novamente em cada caso uma razdo é enfatizada com cor.

? Q9.43. Questdao. Como tu definirias os conceitos de fungao injetora e sobrejetora?

D9.44. Definicdo. Seja f: A — B. Chamamos a f injectiva (ou injetora) sse
para todo z,y € A, se f(z) = f(y) entdo z = y.
Chamamos a f sobrejectiva (ou sobrejetora) sse
para todo b € B, existe a € A tal que f(a) =b.

Chamamos a f bijectiva (ou bijetora, ou correspondéncia), sse f é injectiva e sobrejectiva.
Formulamente,

f injectiva <% (Ya,y € A)[f(2) = f(y) = = =y];

f sobrejectiva <= (Vb € B)(Ja € A)[f(a) =b];

f bijectiva < f injetora & f sobrejetora.

Usamos as notagdes
f:A— B &L f+ A — B injectiva;

f:A— B <L f. A B sobrejectiva;

def .o .
f:A— B <= f:A— B bijectiva.
As palavras “injectiva’, “sobrejectiva”, e “bijectiva’ sdo adjectivos. Os substantivos cor-
respondentes sao os: injec¢ao, sobrejeccdo, bijeccao. Dizemos por exemplo que «f é uma
bijeccio», que significa que «f é uma funcao bijectivay.
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9.45. Observagdo. A seguinte afirmacéo equivalente de f: A — B é muito tutil:
para todo z,y € A, se x # y entdo f(x) # f(y).

(E a sua contrapositiva.) Vamos traduzir essa afirma¢do mais perto “no nivel coragdo”:
«f preserva as distincgoes do seu dominio.»

Também digamos que f respeita as distincgdes. Assim podemos pensar que uma funcio
injetora embute seu dominio no seu codominio, criando uma cépia fiel dele, s6 que com
nomes diferentes para seus membros.

9.46. Observacao (Conjuntista vs. Categorista). Observe que o conjuntista pode
realmente se perguntar se uma funcao é injetora ou néo, pois a definicido de ser injetora
nao mexe com o codominio da fungdo. Mas pra ele, ser sobrejetora ou néo, nao é uma
propriedade da fungéo “sozinha”; ele afirma que «a funcio f é sobre o B», e é isso que ele
quis dizer quando ele afirma «a funcéo f: A — B é sobrejetora». Pense na diferenca que
suas caixas pretas tém: como decidir se uma caixa preta dum conjuntista é sobrejetora ou
nao? Mas tem como decidir se ela é injetora sim. Entao o “ser injetora” é um predicado
de aridade 1 para ambos, mas o predicado “ser sobrejetora’ ja difere dependendo da fé:
para o categorista tem aridade 1; para o conjuntista tem aridade 2, o segundo argumento
sendo o conjunto B nesse caso.

EXERCICIO x9.7.
Seja S o conjunto de todos os strings ndo vazios dum alfabeto X, com |3| > 2. Considere
a funcdo f: S x {0,1} — S definida pela:

Fw i):{ww, sei1=20

w, sei=1
onde w’ é o string reverso de w, e onde denotamos a concatenacao de strings por justa-

posigao. (1) A f é injetora? (2) A f é sobrejetora? (x9.TH1)

EXERCICIO x9.8.
Considere as f, g,k : N> = N definidas pelas

f(z,y) =2"3Y g(z,y) = 2°6Y h(x,y) = 12%18Y.

Para cada uma, decida se é injetora, e se é sobrejetora. (x0.8H12)

D9.47. Definigdo. Sejam A, B conjuntos. Definimos os conjuntos:

(A— B)E{f:A— B | f injetora}
(A— B)E {f:A— B | fsobrejetora}
(A— B)E {f: A= B | f bijetora}

EXERCICIO x9.9.
Ache a cardinalidade dos conjuntos da Defini¢do D9.47 em termos das cardinalidades
dos A e B, supondo que ambas séo finitas. (x0.9H0)
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EXERCICIO x9.10.
Sejam A # ) um conjunto e f: A — pA definida pela equacéao

fla) ={a}.

Investigue: (i) A f € injetora? (ii) A f é sobrejetora? (x9.10H0)

§201. Como definir e como nao definir fungoes

? Q9.48. Questao. O que precisamos fazer para definir corretamente uma fungao?

9.49. Resposta. Precisamos deixar claro qual é o seu dominio e o seu valor para cada
ponto no seu dominio (totalidade e determinabilidade). Se consideramos que o codominio
da funcdo faz parte dela também (veja conversa na §198), precisamos deixar claro seu
codominio também—aqui sempre faremos isso.

9.50. Definig¢ado por expressiao. Uma das maneiras mais comuns para definir fungoes,
é escrever algo do tipo: Seja f: A — B a fun¢do definida pela __

9.51. Observacgdo. Literalmente, o que estamos definindo assim é o “f(z)” para todo
x € A, e ndo o proprio f. Mas, a f sendo funcdo, realmente é determinada para seu
comportamento (seus valores) das todas as entradas possiveis do seu dominio, entao isso
realmente defina a propria fungdo f—gragas a definigao de igualdade de fungoes. (Veja
também a Observacao 8.50.)

EXEMPLO 9.52.
Seja f: R — R definida pela

f(z) = 2%+ 22 41, para todo z € R.

Em geral, cada polinémio de n variaveis, pode ser visto como uma func¢io de aridade n.

! 9.53. Cuidado (depender de nome de parametro). Quando definimos uma fungao
vale a pena pensar como programador que esta tentando programar essa funcio, ou até
assumir o papel da propria fungdo que vai receber seus argumentos e vai precisar decidir
qual seria o seu valor. Imagine alguém programando uma fungdo foo de int para int
numa linguagem de programagéo. O programador e sua fun¢do ndo tém como saber o
nome que o chamador da funcéo vai usar quando chamando-la. Em algum ponto ela
pode ser chamada pelo foo(42) passando assim diretamente o literal 42, ou, depois de
umas atribui¢cbes como int a = 42; int num = 42;, chama-la foo(a) ou foo(num). Néao
tem como programar a funcido depender nesses nomes. Por exemplo: «se for chamada
com nome que comega com vogal, retorna o inteiro 0; caso contrario, retorna o inteiro
1»; ou «retorna o tamanho do nome do teu argumento» (querendo retornar 1 caso que
for chamada pelo foo(a), e 3 caso que for chamada pelo foo(num)).
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NAOEXEMPLO 9.54.
Seja f :Z — 7Z definida pela

flz+y)=y.

! 9.55. Cuidado (depender de escolhas). Por que o Naoexemplo 9.54 é um nécexem-
plo mesmo? Imagine que definimos uma “funcao” f pela

fle+y)=uy.
O que seria o f(2+3)? 37 Por que ndo 07 No final das contas (literalmente)
243 = 540 = 441 = 124+(-7) =
e f ndo tem como saber o jeito que tu imaginou “quebrar” sua entrada em dois somantes!
A f esta olhando ao seu argumento (aqui o 5) e esta tentando decidir qual seria o seu

valor nesse ponto! E n#o tem como saber pois, consultando a sua “defini¢do” o resultado
vai depender da escolha desses z e y.

9.56. Descripgao definitiva. Podemos definir uma funcdo f : A — B dando uma
descrip¢éo definitiva do seu valor num ponto x do seu dominio:

f(z) = aquele b € B que

Cuidado pois nesse caso precisamos verificar que realmente para cada z € A, existe
exatamente um b € B que satisfaz a afirmagéo no

9.57. Observacao (Descritor definitivo). Existe uma notacdo especial para a frase
«aquele b que »: o descritor definitivo u:

«aquelebque _______ » ~» b

Essa notacdo parece bastante com a A-notagdo que encontramos logo na Secgao §204,
mas é diferente pois na __ aqui precisamos algo que denota uma afirmacao; na notagio
lambda algo que denota um objeto. Aqui ndo vamos usar o descritor definitivo i, mas
a A-notagdo é importantissima e ficaremos a usando o tempo todo. Paciéncia até §204
entao.

EXEMPLO 9.58.
Queremos definir as fungdes m, s : P — P pelas equagdes

m(p) = a mée de p
s(p) = o filho de p

(onde “mae” significa “mée biologica”). Mas. ..

EXERCICIO x9.11.
Ache o problema no Exemplo 9.58 acima.

(x9.11H1)
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EXERCICIO x9.12.

Considere o problema do Exemplo 9.58 que achaste no Exercicio x9.11. Vamos tentar
resolvé-lo restringindo o P: em vez do conjunto de todas as pessoas, P’ denota o conjunto

de todas as pessoas que possuem exatamente um filho. Assim garantimos que s(p) é bem
definido, pois s(p) é a tnica pessoa y tal que y é filho de p: e sabemos que tal y existe, e

que é unico, pela definicdo de P’. Entdo para esse conjunto as m,s do x9.11 realmente
definam fungoes. (x0.12H1)

EXERCICIO x9.13.
Tua resposta dependeu da tua religiao? (x0.13H1)

9.59. Definigéo por casos (branching). As vezes os valores f(z) duma funcio f no
seguem o0 mesmo “padréo”’, a mesma ‘regra’ para todos os x € dom f.

EXEMPLO 9.60.
Seja f: R — R definida pela
z2, se € Q;
flz) =<0, se x = ,/p para algum primo p;
2z + 1, caso contrario.

! 9.61. Cuidado. Cada vez que definimos uma funcado por casos, precisamos verificar
que:

(1) contamos para todos os casos possiveis da entrada;
(2) n&o existe sobreposicdo inconsistente em nossos casos.

Seguem uns exemplos que demonstram esses erros.

EXEMPLO 9.62.
Definimos a funcéo f: N — N, pela

F(n) = 0, se n pode ser escrito como 3k para algum k € N;
| k, sen pode ser escrito como 3k + 1 para algum k € N.

Aqui o problema é que f néo foi definida para todo o seu dominio, pois existem ntmeros
(por exemplo o 2) que néo satisfazem nenhum dos casos da definigao da f.

9.63. Observagao. Para ter certeza que tomamos cuidado de todos os casos possiveis

)
podemos descrever o tltimo caso com um “otherwise” (ou “caso contrario”). Observe que
as funcoes f1, f2 : N — N definidas pelas

0, se n pode ser escrito como 3k para algum k € N;
fi(n) = ¢ n, sen pode ser escrito como 3k + 1 para algum k € N;
2, otherwise.

0, se n pode ser escrito como 3k para algum k € N;
n, otherwise.

sdo realmente duas fungdes bem-definidas e diferentes.
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EXERCICIO x9.14.
Demonstre que sdo diferentes! (x0.14H0)

EXEMPLO 9.64.
Definimos a fungéo g : N — N, pela

0, sen é primo;
g(n) = { 1, semn é par;

12, caso contrario.

Aqui o problema é que nao determinamos um tnico valor para cada membro do dominio
da g. Por exemplo o 2, satisfaz os dois primeiros casos da defini¢do acima. Entéo g(2) = 0,
pois 2 é primo, e também g(2) = 1, pois 2 é par! Por isso essa g é mal-definida, e nao
uma funcao.

EXERCICIO x9.15.
A h:N — N, definida pela

n+2, sen é primo;
h(n) = ¢ n?, se n é par;
12, caso contrario.
é uma fungdo bem-definida? (x0.15H1)

9.65. Observacgao. Quando dois casos diferentes duma definicio de funcao atribuem
os mesmos valores para as mesmas entradas da sua sobreposicio comum, dizemos que
s&o compativeis, ou que concordam.

9.66. Else-if. Programadores sdo bastante acostumados com o uso do “else-if”, e isso
é algo que podemos usar definindo fungdes por casos. Alterando a defini¢io da funcéo
do Exemplo 9.64 podemos realmente (bem) definir uma fungéo g : N — N pela

1, se ndo; e se n é par;
12, caso contrario.

0, sen é primo;
g9(n) = {

Assim, cada caso é necessariamente separado de todos os casos anteriores. Em progra-
macao o miltiplo uso de “else-if”, é chamado uma if-else-if ladder.

9.67. Por formula. Outro jeito para definir uma fungéo f : A — B, é determinar
completamente quando é que f(z) = v, para todo xz € A e v € B:

function-like

Onde a formula (ou a afirmacéo) ¢(x,v) deve ser function-like no A, ou seja, ¢ é tal que
para todo z € A, exatamente um v € B satisfaz a p(x,v).%°

60 Pode olhar também na defini¢io formal disso, D16.76.
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» EXERCICIO x9.16.
As “fungoes” abaixo sdo bem-definidas?

f:Rsg—=R f(z)zy(ggf:x
g:N— N g(z)zyéyzzz
h:R—R h(z) =y LN y € o maior inteiro que satisfaz y < z
u:7* =17 u(x,y)zz(gzéprimo&ﬂx—i-y;
v:Z2 > 7 v(z,y) = 2 <% 2 ¢ 0 menor primo tal que z | z + .
Justifique tuas refutagoes. (x0.16H0)

9.68. Por grafico. Podemos definir uma funcéo f : A — B se definir qual é o seu gra-
fico graph f. Observe que do gréfico ja podemos recuperar o dominio mas o codominio
nao (veja 9.17). Entao basta so deixar isso claro e pronto. Claro que precisamos tomar
cuidado: o grafico tem que satisfazer as condigoes de ser funcao: totalidade e deter-
minabilidade (Nota 9.11). Olhando apenas para o grafico, s6 a determinabilidade pode
ser quebrada. Mas se o dominio foi especificado separadamente, precisamos verificar a
totalidade também. (Aqui vamos sempre deixar claro o dominio e o codominio.) Seguem
uns exemplos.

e EXEMPLO 9.69.
Sejam A ={0,1,2,3} e f: A — N a fungdo com grafico

graph f = {(0,0),(1,1),(2,4),(3,2)}.
Temos, por exemplo, f(0) =0e f(2) =
» EXERCICIO x9.17.

Quais dos gréficos abaixo podem ser usados para definir fungées com codominio o N7
Quais os seus dominios recuperados por seus gréaficos?

graph(f) = {(0,1),(2,4),(3,8),(1,2)}

graph(g) = {<0 1212>}

graph(h) = {{0,1),(1,1),(0,1),(8,1), (3,2)}
graph(k) = {(N,0),(Z,0),(Q,0), (R, 1)}

graph(r) = ()

graph(s) = {(0,0),(1,1),(2,2%),(3,37 ")}

graph(t) = {(3, >7< > (2,1),(2,7)}

graph(w) = {< >7<< >72>><<12712>72>7<<0717070>=1>}

(x9.17HO)

9.70. Por desenho. Conhecemos no Seccio §199 dois tipos de diagramas relacionados
a fungoes: internos e externos. L& observamos que desenhando o diagrama interno ja
temos determinado tudo que precisamos determinar para definir uma fungéo (Nota 9.35).
O que deve te deixar surpreso é que usando certos diagramas externos podemos definir
sim fungdes muito interessantes e importantes em muitos casos! (Faremos isso bastante
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no Capitulo 15.) Isso deve mesmo ser algo dificilmente aceitéavel neste momento: se tu
estiveres com duvidas estds no caminho certo: «Como assim determinou uma funcéo
pelo diagrama externo? L& s6 tem dominio e codominio! Qual o comportamento da
tua fungéo?» Calma: é porque nado conhecemos ainda o poder—nem a beleza, nem a
elegancia—dos diagramas comutativos, que encontraremos logo na Seccao §215.

Ainda n#o encontramos a notagio mais interessante para definir fungdes. Vamos estuda-
la logo; ela merece uma secgao propria (Secgao §204). Antes disso, vamos ver mais uma
maneira de definir fun¢des: com buracos!

§202. (Co)dominios vazios

EXERCICIO x9.18.
Seja f: A— 0. O que podemos concluir sobre o A7 Quantas funcdes tém esse tipo?

EXERCICIO x9.19.
Seja f: 0 — A. O que podemos concluir sobre o A7 Quantas fungdes tém esse tipo?

D9.71. Definicao (Fungao vazia). Uma funcdo f com dom f = () é chamada fungdo
vazia.

EXERCICIO x9.20.
«Umay ou «a»?

9.72. Observagédo. Com tudo que o leitor tem visto até agora a Definicao D9.71 n&o
deve aparecer nada estranha. Caso contrario—talvez tu pulou diretamente pra ca?—
pense na maneira seguinte: J& determinamos o dominio da funcio: é o 0. O que falta
fazer para ter o direito de falar que definimos uma fun¢éo? Sendo conjuntista, basta
determinar para cada um dos membros do dominio seu valor. Se o dominio tivesse trés
membros, por exemplo se fosse o {1,2,3}, bastaria definir as

FA)=...7...
F2)=...7...
@) =...7...

Mas agora o dominio tem zero membros, entdo temos zero valores para determinar, e
vamos fazer isso com uma equagio para cada um deles mesmo. Aqui, entdo, minhas zero
equagoes:

Pronto, defini minha fungao. (Lembrou da 0-tupla (8.118), né?) E se eu fosse categorista,
teria mais um trabalho para fazer: determinar o seu codominio (x9.20).

(x9.18H1)

(x9.19H0)

(x9.20HO0)
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§203. Expressdoes com buracos

9.73. O que é uma expressao com buraco?. Podemos criar uma funcao através
duma expressdo, escolhendo um dos objetos que aparecem nela e o substituindo por um
buraco. Criamos assim aquela funcdo que, recebendo um argumento, retorna o valor
criado botando sua entrada no buraco da expressdo. Usamos -, —, e _, para denotar
esses buracos.

EXEMPLO 9.74.
Considere a expressao

cos(1 +5v/2)%* + sin(5).
Qual o tipo dela? Ela denota um nimero real, ou seja,
cos(1+5v/2)%* +sin(5) : R.
Escolhemos um objeto nela e botamos um buraco no seu lugar:
cos(+ + 5v/2)%® 4 sin(5).

Assim criamos uma fungio. Qual o tipo dela? Para decidir o dominio dela, olhamos
para o tipo do objeto substituido por esse buraco. Nesse caso, consideramos 1 : R, entéao
temos

cos(+ +5v2)% 4sin(5) : R - R
Uma outra opgao seria escolher o 2 no 5+v/2, ou até o proprio 5+4/2, criando assim a funcéo
cos(1 + +)?* +sin(5) : R — R

do mesmo tipo.

Podemos botar mais que um buraco na mesma expressdo, assim criando fungdes de
aridades maiores. Seguimos a convencao que os seus argumentos sdo botados nos buracos
que aparecem na ordem de esquerda para direita, e de cima pra baixo.

EXEMPLO 9.75.
Considere de novo a expressao

cos(1 4 5v/2)%¢ +sin(5) : R,
mas agora bote os buracos
cos(+ +5v/2)% +sin(-).
Qual o tipo dessa fungdo? Cada um dos buracos esta esperando receber um real, ou seja:
cos(- +5v2)% +sin(-): R* - R
Uma outra opgao seria criar a fungéo
cos(1+ /) @ +sin(-) : R* = R,

etc.
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EXERCICIO x9.21.
Calcule:

9.76. Observacao. Da expressiao

1
3@
podemos criar as fungoes
1
—:Z—=Q — 12z —Q — L X Lzo — Q

2

Agora o simbolo + da operacéo binaria de divisdo que aparece nos calculadores talvez
faz mas sentido, né?

9.77. LimitagGes. Para um uso simples e rapido as expressdes com buracos oferecem
uma ferramenta muito util. Mas, temos umas limitacoes importantes:

(a) Nao podemos “ligar” dois ou mais buracos para representar a idéia que o mesmo
argumento vai ser copiado em todos eles.

(b) Nao podemos escolher a ordem que os argumentos da fungao criada véo preencher
os buracos.

Finalmente vamos estudar a notagéo lambda e com ela vamos superar essas limitacoes
facilmente!

§204. Um toque de lambda

9.78. Nomeamentos inuteis. Imagine que precisamos identificar uma certa funcéo
dum conjunto A prum conjunto B, e depois de muitos célculos e usando véarias outras
funcoes e objetos dados pelo nosso problema, concluimos com a frase: «...a funcdo
desejada € aquela funcao que recebendo como entrada wm nidmero xz, ela retorna o 2z+5.».
Vamos isolar esta subfrase:

aquela fungdo que recebendo como entrada um z, retorna o _x__.

O que ela denota? Claramente uma fungdo. Mas qual é o nome dessa fungdao? Pois é&,
ela ndo tem. E uma fungéo andnima. Isso talvez parece estranho, mas acontece o tempo
todo com outros tipos de objetos matematicos, por exemplo com nimeros. Suponha que
temos um tridngulo com base b e altura h. Falamos

«a area do tridngulo é bh/2»

sem nenhuma obrigagdo de nomear essa area com um nome para usa-la; e ninguém
reclama. Se tivessimos essa obrigagdo deveriamos falar:

«...seja a=>bh/2. A area do tridngulo é a.»

(x9.21HO)
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Claramente isso é initil. Introduzimos um novo nome apenas para usé-lo logo apos
e nunca mais. Em nossa ultima frase “a area do tridngulo é «”, a informacao nem é
mais visivel. O leitor vai ter que lembrar qual foi a definigdo desse a, ou ir procurar
acha-la. Obviamente a abordagem anterior é melhor. Com ela podemos enunciar nossa
proposi¢cdo numa maneira melhor:

«a area dum tridngulo com base b e altura h é bh/2»
em vez de falar algo do tipo
«a area dum tridngulo com base b e altura h é a, onde a = bh/2.»

Para usar um exemplo de “nomeamento inutil” em programacéao, considere as fungdes
seguintes em Python cada uma programada por um programador diferente:

def f(x):
return 2 * x + 1;

def g(x):
r=2x*xx+1
return r

Como fungdes sdo iguais, mas o programador que programou g, fez algo estranho. Decidiu
nomear a expressdo 2 * x + 1 com o nome r, e a Unica coisa que ele fez com esse r, foi
returnar seu valor. Pra qué isso, programador?

9.79. De palavras para lambda. Voltamos na frase

“aquela fungéo que recebendo como entrada um z, retorna o __x__

4 9

onde ‘__x__’ é uma expressdo que determina um tnico objeto e que, possivelmente
depende (refere) no x, como aconteceu por exemplo com o 2z + 5 acima. Se essa frase
realmente determina uma func¢éo, entdo podemos também definir uma fungéo epénima
(“com nome”) quando desejamos, escrevendo:

«Seja f: A — B tal que

f def aquela funcdo que recebendo. .. ».

Mas escrever tudo isso toda vez que queremos construir uma fungio andénima é muito
chato. Bem vindo A (lambda) da notagao de A-calculus! Escrevemos apenas

Ae.2x+5
para a frase:

A T . 2z 4+ 5
= AN ——
aquela fungéo que recebendo como entrada um z retorna o 2z +5.
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D9.80. Definicao (lambda abstracgao). A expressao

Az . T

é chamada M-abstraccdo e denota uma fungdo:
144 =
aquela funcdo que recebendo x como entrada, retorna o __x__

Supomos aqui que o dominio e codominio séo claros pelo contexto. Chamamos a parte
“__x__" o corpo da abstraccao.

D9.81. Defini¢do. Uma notagéo diferente usada em matematica para criar fungdes
andnimas utiliza a setinha barrada ‘+

escrevemos (x—_) como sinénimo de e, .

9.82. Observagdo. N&o vamos usar muito a notagdo (z — __). Pois a notagdo A\z. _
serve bem melhor para a maioria dos nossos usos.

9.83. Observagdo. O A é um ligador de wvaridvel. Todos os z que aparecem livres
no __xz__ viram ligados com o x do Az. Naturalmente consideramos fungdes que séao
diferentes apenas nos nomes das varidveis ligadas como iguais. Por exemplo:

ANe.x =MNy.y.

Compare com programagio onde uma troca com cuidado de varidveis resulta em pro-
gramas e procedimentos equivaléntes. Precisamos tomar os mesmos cuidados aqui, e
deixamos os detalhes formais para o Capitulo 20.

9.84. Observagao (Comparagao com set builder). Num certo sentido o papel de
Az. __ éparecido com o papeldo {z | __ }. O set builder constro6i conjuntos (anénimos),
e o \ parece entdo um “function builder” que constréi fungoes (andénimas).

9.85. Aviso (Construimos fungées mesmo?). E “forte demais” afirmar que a expres-
s80 Az .22 determina uma funcdo. Qual é o seu dominio? E o categorista vai perguntar
também sobre seu codominio. Sem essa informacao faz mais sentido considerar que
um termo como o Az.z? corresponde numa alma, ou seja, um comportamento que em
geral pode “animar o corpo”’ de varias fungdes.! Se as informagdes de dominio (e co-
dominio dependendo da fé) nao estdo claras pelo contexto escrevemos o tipo logo apos
da A-expressdo para realmente determinar uma funcdo. Podemos “tipar” o termo Az .z?2
entao

A.z? :R—-R A.z? : N— N A.x? {0} - N

etc., e agora sim cada uma dessas determina mesmo uma funcao.

61 Aqui t6 usando a palavra «corpo» numa maneira mais antropomérfica, e nesse caso corresponde num
tipo de fungdo, que ta esperando uma alma para habitd-lo. Quando pegamos emprestada a terminologia de
programacao a mesma palavra «corpo» acaba significando algo diferente: ai, o corpo duma “funcéo” seria o
cddigo que determina o seu comportamento.
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Entao: o A nos permite criar fungdes anénimas numa maneira simples e util. E o que
podemos fazer com uma expressio dessas? Tudo que podemos fazer com uma funcao!

EXEMPLO 9.86.
Calculamos:

(Az.2z+5)(4)=2-44+5=13
Ax.2)(2) =2.
Em geral omitimos as parenteses no argumento, escrevendo:
(\x.2xz +5) 4, \x.x) 2, etc.,

algo que acontece com fungoes epdnimas também (veja Definigao D9.3).

9.87. Convengao. Para evitar uso excessivo de parenteses, acordamos que o0 corpo
duma A-abstracgio estende o maior possivel, por exemplo:

A\z.xz+y+2) significa Az (z+y+2)).

9.88. A alma da A-computagdo. Assim que aparecer uma coisa © no lado duma
A-abstraccdo (Az....z...z...) temos uma expressao reductivel (chamada -redex)

Me....z...2...)Q
7(z)

ou seja, podemos fazer um passo computacional: substituir o redex inteiro por uma nova
expressdo criada substituindo todas as ocorréncias livres de z no 7(z) por Q, chegando
assim no 7(¥). Denotando esse passo com um * p, ', temos entao

M. ..x...x...)Q > Q00
7(x) 7(Q)

EXEMPLO 9.89.
Calcule a expressao:
Ax.24+ (A\y.z—y) 8) 50.

RESOLUGAO. Procuramos achar redezes e achamos dois:

Az.2+ (Ay.x —y) 8) 50 (Az.2+ (\y.z —y) 8) 50.

Entéao temos dois caminhos diferentes para seguir. Vamos tentar ambos:

Ar.24+ M.z —y)8)50 5 24+ (A\y.50 —y) 8

5 2+ (50 — 8)
= 4.

Escolhendo o outro caminho, talvez chegamos em algum valor diferente. Vamos ver:

A.2+My.z—y)8)50 5 (Az.2+ (z—8))50
5 24 (50 — 8)

= 44.

Interessante. Chegamos no mesmo valor. Mas talvez foi coincidéncia.
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9.90. Church—Rosser: «Foi nao». Gragas ao teorema Church—Rosser que vamos es-
tudar no Capitulo 20 sabemos que se existem dois caminhos que chegam em dois valores
“finais”, ndao podem ser valores diferentes. Isso ndo quis dizer que as escolhas nao im-
portam, pois pode ser que um caminho nem termine! Mas se dois caminhos realmente
chegarem em valores finais mesmo, entdo chegaram no mesmo valor!2

EXERCICIO x9.22.
Calcule os seguintes:

(a) (Az.z)5;

(b) (hy.42) 5;

(c) (Az.z)5;

(d) (\z.z+1)41;

() (a.2+ (hy.3y) 5) 3;

(f) (\z.2+ (\y.3y) (2?)) 3
(8) .2+ (\y.zy)4)3;

(h) M. (Az.2+1)1-(\y.xy) 4

Em cada passo, sublinhe o redex que tu escolheu para reduzir. Nao se preocupe se uns
deles parecem errados ou bizarros, nem se tu errar calculando uns deles; mas verifique
tuas respostas. (x9.22H0)

EXERCICIO x9.23.
Quando puder, escreva h-expressdes que podem ser tipadas com os tipos seguintes:

cA— A :AxB—+BxA

:AXxB— A :AUB — A

:AxB—B :A— AUB

tAXA— A :AxB—AUB

A AxA :AUB —+ AxB

:A—>AxB :(AxB)U(Cx D))= ((AUuC) x (BUD)).

Observe que sobre os A, B tu néo tens nenhuma informagao. Pode achar mais que uma
resolucéo para algum desses desafios? (x0.23H0)

EXERCICIO x9.24.
Escreva A-expressoes que podem ser tipadas com os tipos seguintes:

:N—- N
‘N2 5 N

: N — N2
(N \ {0} - N
:pN — N

: N — N.

Tente usar o argumento no corpo dos teus A-termos se puder. (x9.24110)

62 Fssa é uma grande hipersimplifica¢do do teorema de Church—Rosser; para a versdo “raiz”, paciéncia até
o Capitulo 20.
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EXERCICIO x9.25.
Seja f : A — B. Qual nome tu daria para a funcao Az.fz? Lembre-se que gracas as
convencdes notacionais essa expressao ¢ a mesma com a Az . (f(x)). (x92511)

9.91. B-reducgao. O nome real desse passo computacional de A-calculo que encontra-
mos aqui é B-reduccdo, e o redex é formalmente chamado um f-redex. Para enfatizar
quando for necessdrio escrevemos ‘ 1 ’ para denotar um passo de (-reducgao.

Tem mais duas regras de A-computacdo: a-renomeamento e 1-conversao.

9.92. a-renomeamento. O principio que nos permite identificar como equivalentes as
A-expressoes que diferem apenas nas escolhas das suas variaveis ligadas é chamado o-
renomeamento ou a-conversao ou a-equivaléncia. Podemos considerar cada A-abstraccéo
um o-redex; denotamos por ‘ , > um passo onde aconteceu um o-renomeamento.

EXEMPLO 9.93 (em programacio).
Considere o codigo seguinte:

def f(x):
return x *x z

Aqui parece que o z é uma variavel ja declarada e definida no escopo exterior. Deve ser
O6bvio que podemos trocar a variavel x por qualquer varidvel que nao aparece livre no
corpo da f. Escolhendo trocé-la por y, por exemplo, chegamos na funcao equivalente:

def f(y):
return y * z

onde semanticamente nada mudou no nosso programa. Mas seria errado ter escolhido a
z, pois ela capturaria a antes-livre z do corpo da f:

def f(z):
return z *x z

Isso ndo é mais o mesmo programa. Antes a fungédo f poderia ser descrita como
«a funcao que retorna o produto da sua entrada com z»;

uma descripgao que serve para qualquer um dos dois primeiros programas. Observe que
ndo usei nem ‘z’ nem ‘y’ nessa frase, mas ndo teria como descrevé-la sem usar a ‘z’.
Ja a terceira fungéo seria

«a func¢éo que retorna o quadrado da sua entraday;

algo claramente diferente.
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EXEMPLO 9.94 (em conjuntos).
Considere o conjunto seguinte:
{z | z<2?}.

Obviamente podemos trocar o ‘z’ por qualquer varidvel que ndo aparece livre no filtro
‘x < 2%, por exemplo por ‘y’:

{zlo<}={yly<};

mas nao poderiamos ter escolhido substituir o ‘z’ por ¢ z’, pois assim aconteceria captura
de varidvel (ja discutimos isso no Cuidado 8.9).

9.95. n-conversao. Essa ¢é a idéia de extensionalidade para o sistema: se duas expres-
sbes comportam na mesma maneira, as consideramos equivalentes. Qualquer expressao
da forma Az. f z é um n-redex, e denotamos por ‘ » ’ o passo onde o substituimos por f.

9.96. n-wrapping desenhado. Comega com uma fungao g; agora pega um embrulho
preto e embrulhe; e pronto, tu criou uma “nova” funcédo. S6 que néo é tao nova né? Talvez
tu vai rotulé-la como f ou talvez vai escolher um rétulo mais honesto, como Az .gz.

«— G |e— < g le «— Nz.gx ——

A n-conversao nos permite identificar as duas caixas acima.

EXEMPLO 9.97 (em programacao).
Considere o codigo seguinte, que corresponde no desenho acimas:

def £(x):
return g(x)

Deve ser 6bvio que essa f, como func¢ao, comporta na mesma maneira que a g.

EXERCICIO x9.26 (em conjuntos).
Qual seria o equivalente de n-converséo para os conjuntos? (x9.26110)

EXEMPLO 9.98.
Computamos a mesma expressio usando dois caminhos diferentes:

M\z.(\y.y?)x)3 5 (\y.y?)3 Az (y.y®) z)3 5 M. Oy.y®) y) 3
5 (\r.2?)3 3 Ay .y?) 3
B 3% ) 3%

Observe que provavelmente nenhum humano sano escolheria esse a-renomeamento no se-
gundo caminho, pois a expressao piorou para nossos olhos humanos; aqui escolhi proceder
assim para enfatizar que ndo tem nada (literalmente) errado nisso.
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§205. Aplicagao parcial

9.99. Aplicagao parcial com black boxes. Suponha que temos uma func¢éo de ari-
dade 2:

f:(AxB)—=C.

Ou seja, nossa fungéo, “para funcionar”, precisa receber exatamente dois argumentos:
algum a € A e algum b € B para “produzir” o valor f(a,b) € C:

flab) ~—o7 f [ ¢

0

Queremos utilizar essa funcao de aridade 2, para criar duas outras, cada uma de aridade 1.
A idéia é a seguinte: vamos “fixar” uma das suas entradas com um valor, e deixar a outra
como entrada mesmo. Imagine que fixamos um certo by € B no segundo “cabo” de
entrada, puxamos o outro cabo, e criamos uma nova caixa assim:

< X

f(vao) ~ f

—— bg

E agora pintamos preta nossa caixa, escrevemos seus rotulos (seu tipo), e pronto, cons-
truimos uma nova funcéo de aridade 1:

C A
f(x,b0) <—— f(=bo)

Observe que temos f(—,by) : A — C. Vamos agora ver a mesma idéia usando buracos,
sem black boxes.

9.100. Aplicacao parcial usando buracos. Considere uma fungéo f de aridade 3:

AxBxC’%D.

Lembre-se que
f(=——):AxBxC—=D

e ainda mais f(—,—,—) é a propria f! Queremos preencher uns desses buracos, mas nao
todos. E nada especial sobre esse 3. Em geral, dada uma funcgéo f de aridade n, podemos
fizar k dos seus argumentos com certos valores, botar buracos nos ouros, e criar assim
uma func¢éo de aridade n — k. Uns exemplos vao esclarecer esse processo.
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EXEMPLO 9.101.
Considere a fungao f: R?* — R, definida pela

flz,y,2) =z +y* + 25
Temos entao
f(_7_a_):R3 — R

Com aplicacéo parcial, fixando uns dos seus argumentos, criamos entdo as fungdes se-
guintes:

f(2,—,-):R*? - R
f(2,—,sin(2)):R—>R
f(—=,V2,V2) R =R

£(=,0,0): R = R.

A ultima, por exemplo, é a idr; a penultima é a A\x.x + 4.

EXEMPLO 9.102.
Aplicando a func¢ido de adi¢do + : N2 — N parcialmente fixando seu segundo argumento
no nimero 1, criamos a fungéo

(*+1):N—=N
que ¢ a funcéo succ de sucessor; e fixando seu primeiro argumento no 0 criamos a

0+ ):N—>N

que ¢ a idy.

9.103. Teaser. Ja que entendeu a relacdo entre expressdes que envovlem buracos e
abstraccées lambda com variaveis, espero que nem preciso explicar que podemos denotar
a aplicagdo parcial f(2,—) por Az. f(2,z). Mas trabalhando com lambdas é mais comum
tratar fungdes de aridades maiores que 1 numa outra maneira, chamada currificagao
(§207). E a aplicacdo parcial brilha ainda mais nesse caso: ndo precisa nem buracos,
nem variaveis (Nota 9.129)!

§206. Funcdes de ordem superior

9.104. Buracos de novo. Ja encontramos a idéia de abstrair certas partes de uma
expressao, botando buracos, criando assim fungdes de vérias aridades. Além de buracos,
trabalhamos com A-abstrac¢do que nos permitiu dar nomes para esses buracos, ligar
(identificar) certos buracos, etc. Considere novamente uma expressao como a

cos(1 +5v/2)%% + sin(5)
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onde cos : R — R, sin: R — R, e a € R. Botando uns buracos ou abstraindo com lambdas,
criamos, por exemplo, as funcoes:

f1 = cos(1 4+ 5vV/2) @ + sin(5) :R—=R
fa = cos(+ 4+ 5¢7)%* +sin(") ‘R =R
fz = cos( + - V/2)% +sin(5) :R* =R
fa=cos(- + ) +sin(5) ‘R =R
f5 =" +sin(") :R? >R

fo =Az.cos(145v2)%® +sin(5) :R—R
fr=Az,y.cos(1+y¥x)** +sin(y) : R? = R.

» EXERCICIO x9.27.
Para quais entradas cada uma dessas fungdes retorna o valor da expressao inicial? (x0.27H1)

9.105. Buracos de ordem superior. Em todos os exemplos acima, botamos os bu-
racos para substituir apenas termos cujos valores seriam ntmeros (reais). Expressoes
tanto como as 2, 1, 5, e a, quanto como as 5v/2, 2a, e cos(1 + 53/2)2?, denotam, no final
das contas, ntumeros reais. Que tal botar um buraco assim:

cos(1 +5v/2)% 4 - (5)

O que substituimos aqui? O proprio sin! Por que ndo? E o que tipo de objetos podemos
botar nesse buraco? Um real, ndo serve: a expressao

cos(1 +5v/2)% 4 7(5)

nio faz sentido: ela € mal-tipada. O 7 ndo pode receber um argumento como se fosse
uma fungéo, pois ndo é. Que tipo de coisas entdo cabem nesse buraco? Fungoes! E
ndo fungdes quaisquer, mas precisam ter um tipo compativel, com a aridade certa, etc.
Esses buracos sdo de ordem superior. E com buracos de ordem superior, vém fungoes de
ordem superior.

D9.106. “Defini¢ao”. Dizemos que uma funcio f: A — B é de ordem superior se ela
recebe ou retorna fungdes.

» EXERCICIO x9.28.
Escreva os tipos das fungdes seguintes:

Fy = cos(1 4 5v/2)%* + (5)
Fy = (14 5v2)% 4 sin(5)
F3=(1+5V2)% + (5)
Fy = cos(-(1,5v/2)% + sin(5)
Fs = cos(-(1,5vV/2)% + - (+)
Fg = r,t,u.cos(1 4 r(u, v/2))" ) + sin(u)

(x9.28H0)
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9.107. Retornando fungoes. Até agora encontramos exemplos onde fungdes recebem
como argumentos outras func¢des, mas ainda nao conhecemos alguma funcao que retorna
fungdo. Ou serd que conhecemos? Se tu resolveu o Exercicio x9.22, tu j& encontrou esse

caso, na sua ultima expressdo. Seguem uns exemplos de operadores de ordem superior
que vocé talvez ja encontrou e até usou na tua vida.

e EXEMPLO 9.108 (Definindo uma fungio de ordem superior).
Considere a funcéo F : N — (N — N) definida pela

F(w) = aquela fungéo ¢g : N — N que recebendo um z, retorna w + z.
Ou, equivalentemente:
F(w) = aquela fungéo g : N — N definida pela g(z) = w + z.

Que tipo de objetos a funcao F retorna? Fungoes! Nesse caso determinamos exatamente
para qualquer entrada dela, qual seria a funcao que vai ser retornada. Observe que na
defini¢gdo de F(w), apareceu a frase «aquela fungéo g...». Assim baptizamos tempora-

[P

riamente essa fun¢do com um nome (“g”) a toa: apenas para referir a ela e retorna-la.
Usando a A-notagdo, essa definigdo fica mais direta, mais elegante, e (logo) mais legivel:

Fw)=M.w+z : N—>N.

Observe que no lado direito aparece uma fungéo anénima.

e EXEMPLO 9.109 (em Python).
Em Python podemos (ainda bem. ..) por exemplo escrever:

def F(w):
# define the function that will be returned
def g(x):
return w + X

# at this point a function g has been defined

# return it
return g

que corresponde na primeira maneira de definir a F, criando e nomeando a funcio para
ser retornada. Podemos com A também:

def F(w):
return (lambda x: w + X)

Nzo ficou melhor?

? Q9.110. Questao. Que tipo de coisa é o F(25)7?
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9.111. Antes de responder nessa pergunta, vamos responder numa outra, ainda mais
especifica: quem € o F(25)7 Ou seja:

Nao precisamos pensar nada profundo! Vamos apenas copiar fielmente sua defini¢do (no
lado depois do ‘="), substituindo cada ocorréncia de w, por 25:

F(25) = aquela fungéo g : N — N que recebendo um z € N, retorna o nimero 25 + .

Ou seja,
F(25):N—N.

Sendo fungéo, podemos chamé-la com um argumento do certo tipo, por exemplo como
0 3 €N, e evalué-la:

(F(25))(3) = 28.

EXERCICIO x9.29.
De onde chegou esse 287

EXERCICIO x9.30.
Escreva A-expressoes que podem ser consideradas como fungdes com os tipos seguintes:

Fi :R—=R
F, :R— (R—>R)
Fs: R—>R)—=R
F, : R—-R)— (R—R)

Fs : (R? 2 R) =R

Fs : (R? 5 R) = (R = (R — R)).

EXERCICIO x9.31.

Escreva A-expressoes que podem ser consideradas como fungbes com os tipos seguintes,
onde A, B,C sao conjuntos sobre quais tu ndo podes supor absolutamente nada mais!
Para cada um dos tipos, tente escrever as mais h-expressoes realmente diferentes que tu

(x9.29H0)

x9.30H0)
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consegues. Cuidado: para uns deles ndo é possivel achar nenhumal

:A—> B

:A—= (B— A)

:A— (B— B)

(A= A)— A

A= (A= A)

:A— (B—=((A—= B)x (AUuC) xN))
(A=-(B—-C)—= ((AxB)—(0))
(AxB)—=C)—= (A= (B—=0))

9.112. First-class citizens. O slogan aqui é que fungées sdo first-class citizens. Tra-
balhando no Exercicio x9.22, o dltimo calculo chega no valor seguinte:

M. Az.z+1)1-y.zy) 4) Az.z+1)1-2-4)

5 (Ax
5 M. (1+1)-2-4))
= (A\z.8z).

Como falei na resolucéo, se esse “resultado” (valor final) ndo parece satisfatorio, é por
causa de um preconceito teu que favorece os objetos de tipo “ntimero” contra os objetos de
tipo “fun¢éo”. Os ntmeros tém o direito de ser valores finais; e as fun¢des também tém!
Esse “preconceito” é bastante alimentado por causa de varias linguagens de programacao
que realmente ndo tratam as fungdes em termos iguais com os outros tipos. Em C, C++,
ou Java, por exemplo, ndo é possivel passar como argumentos fung¢ées, nem retorna-las;
mas claramente niimeros podem ser argumentos e também podem ser retornados como
saida de fungdes. Por outro lado, linguagens como Haskell, Agda, Idris, PureScript,
Racket, Clojure, Scala, Python, etc., adoptam o slogan

«functions are first-class citizensy

ou seja, 14 temos fungdes de ordem superior—e logo, felicidade.

Fungdes de ordem superior nédo é algo tdo desconhecido como talvez parece. O leitor ja
esté acostumado com os operadores nos exemplos seguintes:

EXEMPLO 9.113 (Composicao).
Sejam conjuntos A, B,C. O operador da composigdo o (cuja notagdo decoramos aqui
para especificar o dominio e codominio dele e dos seus argumentos) é o seguinte:

—oaspsc—: (B—=C)x (A= B)) = (A= C).

Observe que ele é um operador de ordem superior, pois seus (dois) argumentos sao
funcoes, e também pois sua saida também é uma funcao.

Definimos agora a funcéo eval que faz algo bem simples: aplica seu primeiro argumento
(que deve ser uma fungao) no seu segundo (que deve ser um ponto do dominio do primeiro
argumento).

(x9.31H0)
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D9.114. Definig¢ao (eval). Dados conjuntos A, B definimos a fungéo

eval : (A— B)x A) — B
eval(f,a) = f(a).
Chamamos essa fungédo de evaluagdo ou avaliaggo. Como fizemos na composicdo, deco-

ramos essa operacio escrevendo evals_,p para esclarecer os conjuntos envolvidos, mas
escrevemos simplesmente eval quando os A, B sdo implicitos pelo contexto.

EXEMPLO 9.115.
Dados conjuntos A, B, a evals_,p é claramente uma operacao de ordem superior.

EXERCICIO x9.32.
Sejam f: A— B e X C A. Ache o tipo dos:

Fi- 2
(-1 X)I(A—=B) :?

(x9.32H0)

EXEMPLO 9.116 (Derivagao).
Considere o operador da derivagdo D. Por exemplo, se f(z) = 23 + 5z, temos

D(f) =g, onde g(z)=32+5.
Cuidado, ndo escrevemos aqui D(f) = 322 + 5, mas podemos escrever

D(f) =Mz.32% +5

sim. Qual o tipo da propria D? Ela recebe e retorna fungées de reais para reais, mas
nao podemos tipa-la

D(-): R—R)— (R—=R)

pois estariamos perdendo a totalidade da D: tem fungdes no (R — R) que ndo sdo de-
rivaveis. Ainda mais, seria legal poder iterar o D (Definicdo D9.150) a vontade. Logo
tipamos assim:

D(—):C* = C*™
onde C* é o conjunto de todas as fungdes infinitamente derivaveis: séo derivaveis, e suas
derivadas também sio, e suas derivadas também, etc.

9.117. Teaser (fungdes parciais). Mas talvez queremos mesmo considerar a D como
uma operagio que opera no conjunto (R — R) sacrificando a totalidade. Chegamos assim
no conceito de funcdo parcial, que voltamos a investigar na Seccao §218.
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e EXEMPLO 9.118 (Integragao).
Sejam a,b € R com a < b e seja

def

Rla,b] = {f :[a,b] = R | f é Riemann-integravel }.

Observe que Rla,b] é um conjunto de fungdes. Definimos o operador

Rf.)\x./zf:R[a,b} — ([a,b] = R)

cujo argumento é uma func¢io—e ainda mais, sua saida também é uma funcdo—e logo ele
¢ um operador de ordem superior também. Para a integracao “indefinita” (antiderivadas),
seja

RE{f:R—>R | féRiemann-integravel }
e defina o operador

/—IR%Q(R—)R)

onde [ f é o conjunto das antiderivadas da F:
/f:{F:R%]R | D(F)=1/f}.

Observe que a notagdo comum em analise é diferente: usamos por exemplo faz f(t)dt,eo
| f & visto como uma antiderivada (que depende duma constante) e néo como o conjunto
de todas essas antiderivadas como definimos aqui.

§207. Currificacao

9.119. Ha-ha! Minha linguagem é melhor que a tua. Imagine que um amigo defi-
niu uma funcéo f : Z? — Z trabalhando numa linguagem de programacao que nao permite
defini¢coes de funcdes de ordem superior. Queremos escrever um programa equivalente
ao programa do nosso amigo numa outra linguagem que permite sim definir funcées de
ordem superior mas nao fungoes de aridade maior que 1. Mesmo assim nossas fungdes
podem chamar a fungdo f do nosso amigo nos seus corpos.

? Q9.120. Questao. Como fazer isso?
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9.121. Resposta em Python. Aqui uma resposta, escrita em Python.

# assume that f is given
def f(x,y):
pass

# without lambdas
def F(x):
def tmp(y):
return f(x,y)
return tmp

# with lambdas
def F(x):
return lambda y: f(x,y)

Para computar a f(x,y) usando a F, usamos a F(x) (y), ou seja, (F(x)) (y).

Explicar o que acontece

EXERCICIO x9.33.

Resolva o problema converso: comecando com a fungéo de ordem superior F', defina sua
versdo f (de aridade 2).

9.122. Currificagdo. A maneira que conseguimos utilizar fungdes de ordem superior
mas de aridade 1, para “emular” funcées de aridades maiores é chamada currificacdo, em
homenagem ao Haskell Curry.® No exemplo acima dizemos que F € a currificagio da
da f, ou sua versdo currificada.

Q9.123. Questao. Usando a A-notagdo como podemos definir fungdes curry, uncurry
para a situagéo mais genérica onde a fungéo de dois argumentos é do tipo (A x B) — C?

9.124. Resposta. Primeiramente vamos nos preocupar com os tipos dessas funcgoes.

Sao assim:
AxB)—=C) —— e A— (B—0C))
(4> B) ) UNCUTTY (

Temos entéao
curry: (Ax B) - C) —— (A= (B—=(0))

definida pela

curry(...?

63 O proprio Curry atribuiu o conceito ao Schénfinkel, mas Frege ja tinha usado isso antes.

(x9.33H0)
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Como denotar o arbitrario membro do seu dominio ((A x B) — C)? Sendo uma funcao,
vou escolher denoté-lo por f. Ajuda. Voltamos ent&o:
curry(f) =...7

Que tipo de coisa estamos tentando construir no lado direito? Pelo tipo da curry, deve
ser uma fungdo de A para (B — C). E o que tenho na minha disposi¢do? Neste ponto
apenas a f. Facilita escrever claramente todas as coisas disponiveis e seus tipos. Entao
por enquanto tenho apenas

f:(AxB)—=C.

E eu quero construir uma fungéo de tipo A — (B — C). Para defini-la preciso deixar
claro o seu comportamento entao:

curry(f) =N...7

Como denotar a arbitraria entrada dessa fun¢ao? Bem, sendo uma func¢do com dominio
A, vou escolher denotar seu argumento por a:

curry(f) =ha....?

A mesma pergunta: o que eu ganhei e o que tipo de coisa preciso construir agora? Ganhei
um a : A, e preciso construir algo do tipo B — C, ou seja, uma fungao (entdo vou comecar
com um A...) que recebe B’s (entdo Ab....) e retorna C’s:

curry(f) =ha.Nb....7
Aqui preciso construir um C’zinho e eu tenho:

f:(AxB)—=>C
a:A
b: B

Fécil! Pois eu tenho um fornecedor de C’s, e ele s6 precisa de um par de um A’zinho e
um B’zinho para funcionar—pun intended—e felizmente eu tenho ambos, e logo

fla,b): C
Com isso consigo finalmente terminar:
curry(f) = ha . Nb. f(a,b).
Deixo a definicdo da uncurry pra ti:

EXERCICIO x9.34.
Defina a uncurry. (x0.34112345)

9.125. Arvore de inferéncia de tipo. A ultima parte da argumentacio acima cor-
responde na arvore de inferéncia seguinte:

x: A y:B
fiAxB—=C (r,y): Ax B
flz,y): C

Verifique cada passo, e acostume-se com essa forma



-

TODO
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EXERCICIO x9.35 (Acostume-se mesmo).
Construa a arvore que corresponde na tltima parte da tua resolucio do Exercicio x9.34
caso que tu néo fez isso ja enquanto o resolvendo.

9.126. Associatividade sintactica. Considere que temos uma operacio bindria Q. A
frase
«Q é associativay

é uma afirmacdo matemdtica:
para todo z,y,z, (zQy)Vz=290 (yQ 2).

Isso é algo que pode ser demonstrado, suposto, refutado, etc. Por outro lado, considere
as frases seguintes:

«Q é associativa na esquerda» «Q é associativa na direitay
«Q associa na esquerday «Q associa na direitay
«Q é L-associativay «Q é R-associativay»

Nenhuma dessas frases é algo que podemos demonstrar, refutar, ou supor! O que signi-
ficam entdo? Apenas uma convencio sintéctica, que dé significado as expressdes como
a‘xQyQ 2z’ que sem uma associatividade sintactica ndo denotam absolutamente nada
(pois tém um erro de aridade). As frases acima entdo correspondem respectivamente
nas:

def def

2QyQz=(@Qy) Oz zQyQV2=29 (yQ 2).

9.127. Aviso. As vezes abusarei essa idéia e escrever o nome duma funcéo currificada
mas usé-la como se ela nédo fosse; e vice-versa. Por exemplo, defini (D9.114) a evals_p
como uma fungao

evalap: ((A— B) x A) — B.

Ou seja, para chamé-la escrevemos

evala— g (f, a).

Mas (abusando a notagéo!) posso considerar o mesmo simbolo evals_, 5 para denotar sua
currificagéo
evalpp:(A— B)—> A— B

que € uma fungdo diferente sim, nesse caso escrevendo

evala_p f a.

Tudo isso apenas no caso que pelo contexto ta clarissimo qual das duas fungoes ta sendo
denotada.

notacdo de “aridades maiores” currificada
9.128. Olhos humanos e os tipos higher-order.

Escrever

(x9.35H0)
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9.129. Aplicacao parcial e currificagao.
Escrever

EXEMPLO 9.130 (powTwo).
Definimos a funcao powTwo : N — R pela

powTwo = exp 2.

Assim powTwo 0 = 1, powTwo 10 = 1024, etc.

9.131. Observagao (Parece cancelamento).
Escrever

§208. Novas implementacoes: seqiiéncias e familias

Q9.132. Questao. Suponha que alguém robou de ti os tipos (primitivos) de seqiiéncias
e de familias indexadas. D& para se virar sem esses? Ou seja, tem como defini-los em
termos dos outros tipos que tu (ainda) tens?

Resposta. Agora que temos fungdes, podemos apreciar que qualquer seqiiéncia (ay),,
pode ser representada por uma fun¢do com dominio N e codominio o conjunto de todos
os membros da (a,),. Similarmente, uma familia (a; | ¢ € Z) indexada por um conjunto
T pode ser representada por uma func¢do com dominio Z e codominio o conjunto de todos
os membros da (a;);.

D9.133. Implementacao (Seqiiéncias como fungdes). Chamamos qualquer fungéo
a: N — A de seqiiéncia de A. Introduzimos como agticar sintactico o

an = a(n).
Com essa definigdo, quando duas seqiiéncias de A sdo iguais? Elas precisam concordar

em cada n € doma; e essa implementacao atende a especificacdo pois concorda com a
defini¢do de igualdade do tipo que estamos implementando (Definigao D8.126).

D9.134. Implementagao (Familias indexadas como fungdes). Chamamos qual-
quer funcdo a : T — A. de familia de A indexada por Z. Introduzimos como acucar
sintactico o

a(i).

)
c
(]

a;
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Com essa defini¢do, quando duas tais familias sdo iguais? Os conjuntos de indices pre-
cisam ser iguais, e as familias precisam concordar em cada indice. Essa implementacao
atende a especificacdo pois concorda com a definicdo de igualdade do tipo que estamos
implementando (Defini¢ao D8.143).

» EXERCICIO x9.36.
Implemente as tuplas; tome cuidado para deixar claro como uséa-las; lembre-se o que
elaboramos nas secgdes §185, §186, §187, e §188. (x9.3610)

» EXERCICIO x9.37.
Implemente os multiset (§190); tome cuidado para deixar claro como usa-las; lembre-se
o 8.136. (x9.37HO

D9.135. Definigao (Conjuntos indexados: versao adulta). Ja conhecemos o que-
significa que um conjunto A é indexado por um conjunto B (Defini¢ao D8.146). Isso
praticamente quis dizer que o A pode ser escrito na forma

ou, mais “adultamente” e plenamente:

A é indexado por B <% existe fungao sobrejetora f: B —» A.

Intervalo de problemas

» PROBLEMA II9.1 (iniciais e terminais teaser).
(1) Quais conjuntos S (se algum) tém a propriedade seguinte?:

para todo conjunto A, existe dnica funcéo f: S — A.
(2) Quais conjuntos T (se algum) tém a propriedade seguinte?:
para todo conjunto A, existe unica funcdo f: A — T.

(I19.1HO0)

§209. Composicao

9.136. Composicao com black boxes. Suponha que temos uma configuragéo de con-
juntos e funcoes assim:

f
A—>BL>C.
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Note entao que a saida da f pode ser usada como entrada para a g:

C B B A

9g(f(@) =—— 9 +—— @) ~—7 [ +— =

Podemos criar um novo black box, conectando os “cabos” assim:

C B B _A
9(f(z)) = g I fe x

Pintamos preta essa construcéo, botando os rétulos certos de dominio e codominio, e
pronto:

C A

9(f(x)) +— gof — T

Criamos assim a composicido go f das fungoes f e g. Formalmente, chegamos na defini¢io
seguinte.

.~ . f . -
D9.137. Definigdo. Sejam A —— B %, C. Definimos a funcao go f: A — C pela

(g0 f)(x) = g(f(2))-

Assim temos

dom(g o f) = dom f cod(go f) =codg.

Chamamos a go f a composicdo da g com f. Pronunciamos a go f também como: «g
seguindo f», «g after f», ou até «g de f».

! 9.138. Cuidado. Escrevemos go f e néo f og para a composi¢io na Defini¢io D9.137!

f . of
Entao quando temos A —— B L C, a composicao é A g—> C, que parece o oposto
da ordem das setinhas. Definimos a notagéo alternativa

sug
fi9 = gof,
chamada notac¢do diagramaética pois concorda com a posi¢do das setinhas do diagrama:

f;
A2

Mas vamos principalmente usar a notacdo g o f mesmo.

EXERCICIO fx9.38.
. g -
Sejam A —— B —— C. Qual funcio é a fog?

(x9.38H0)
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9.139. Por que ndo compor mais?. Sejam f: A — B e g: B — C, e suponha que
B ¢ B'. E tentador definir uma fun¢éo de composigdo go f : A — C pela

(9o f)(x) =g(f(z)) para todo z € A.

No final das contas, para qualquer = € A temos f(z) € B e como B C B’, também temos
f(xz) € B'. Entao g(f(z)) é definido! Entao por que néo relaxar pouco a restriccdo que
temos na defini¢do da composicao

de codf=domg para codfCdomg 7

Usando black boxes, temos as fungdes

C B B A

9(f(@)) =—— 9 ——f@) — [ — =

e queremos “conectar os cabos” para criar um novo black box

pintar ele preto e considerar como a go f de A para C mesmo:

c A

Qual o problema com isso? «Nenhumy, disse o Conjuntista orgulhoso. E realmente mui-
tos matematicos responderiam a mesma coisa—até uns irreligiosos—e ficariam usando
esse tipo de composicao “mais geral”. Mas para a gente aqui, vamos supor que para mo-
tivos que ndo importam—talvez religiosos, ou um TOC mesmo—ndo podemos conectar
esse cabo no meio quando os conjuntos sio diferentes:

«Ndo compords funcdes g e f se cod f # dom gl»

Essa suposta restriccdo, na verdade nao nos restringe—pelo contrario: nos ajuda criar
composicdes “limpas” sem gambiarras como essa “fita durex” no cabo conectando o B
com o B’! Trabalhe agora no exercicio seguinte para demonstrar exatamente isso!

EXERCICIO x9.39.
Mostre como construir a funcao criada no Nota 9.139 como composicao de black boxes
que contenha as f e g mas sem nenhuma conexao “proibida”.

(x9.39H12)
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9.140. Preguica (clareza!) na notacgado funcional. Como tu ja se acostumou—eu
espero—ias vezes denotamos a aplicagdo duma func¢éo no seu argumento silenciosamente,
ou seja, por justaposi¢do: escrevemos fz em vez do (mais comum em matematica classica)
f(z). Agora que temos uma opera¢do padrdo entre fungées queremos pegar emprestada
a mesma preguica e denotar por justaposicdo a composicao também:

‘fg’ quis dizer ‘“fog’.
Com essa convencio, o que seria o ‘ fgzr’? Acontece que ambas as interpretagoes
“(fg)z’ ou  ‘f(gz)’

sao iguais nesse caso (deu sorte extensional), mas intensionalmente falando elas corres-
pondem nas notagoes tradicionais

(fog)@)” e “flg(x)’

respectivamente. E até pior—mossa preguica ndo tem fim—entre niimeros também temos
uma operagdo padrao que denotamos por justaposicao:

xy é o produto T y.

E supondo que f,g: R — R e xz,y € R, a expressdo ‘ gfry’ denota o qué? Sem parenteses,
nada, por isso vamos escrever

‘gf(xy)”  ou  “(gf)(zy)’

que (ambas!) denotam o
(9o flz-y)

que é igual ao g(f(z-y)) pela defini¢do da o. Eu vou ficar misturando a notacéo mais tradi-
cional e a notagdo mais “funcional” dependendo do contexto e assim vamos se acostumar
com ambas.

Bora ver uns exemplos para resumir:

e EXEMPLO 9.141.
Sejam f,g,h : R - R e z,y € R. Usando ‘=’ para igualdade sintactica e ‘=" para
igualdade semantica (veja Sec¢ao §14) temos:

fr = f(x)
(fg)z = (fog)(z) = fg(x))
flgz) = f(g(x))
fgh=(fogoh)
flghz) = f((goh)(z)) = f(g(h(z))

)
(fo)h(zy) = ((fog)oh)(z y) = (fog)(h(z-y)) = flg(h(z - y)))

Espero que ficou claro.
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EXERCICIO x9.40 (Composigio respeita “-jectividade”).
Sejam f: A— Beg:B— C. Demonstre:

(1) Se f e g sao injetoras, entdo go f também é;

(2) Se f e g sdo sobrejetoras, entdo go f também é;
(3) Se f e g sdo bijetoras, entdo go f também é.

EXERCICIO x9.41.
Se go f é bijetora, o que podemos concluir sobre as f,g? Justifique.

EXERCICIO x9.42.
Se f é injetora e g sobrejetora, a go f é necessariamente bijetora?

§210. Funcgoes de graga

Investigamos aqui umas fungdes garantidas de existir assim que tivermos alguns outros
objetos: conjuntos, funcoes, etc.

D9.142. Definicao (Identidade). Seja A conjunto. A funcio\z.z: A — A é chamada
identidade do A. Denotamos a identidade do conjunto A poridsa: A — Aou 14: A — A.

! 9.143. Cuidado («uma» ou «a»). Podemos falar da fungao identidade? Nao, pois
para usar o artigo definido precisamos unicidade e ndo existe uma tnica «funcéo identi-
dade». Pelo contréario: para cada conjunto A, temos uma funcao identidade: a identidade
do A.

D9.144. Definicao (Inclusdo). Sejam A, B conjuntos com A C B. A fungéo A\z.z :
A — B é chamada inclusdo do A no B. Usamos o0 : para denotar uma incluséo e escrevemos

1:A— B ou z:AéB ou até 1: ACB

para enfatizar que é uma inclusdo mesmo. Decoramos a notagao escrevendo 24, 5 quando
essa informacao néo é implicita pelo contexto. Todos os i,1, ¢ sdo simbolos freqiientemente
usados para denotar inclusoes.

9.145. Observagao. Note que seguindo o ponto de vista categorial (D9.26), se A C B
entdo 14, # id4, mas seguindo o ponto de vista conjuntista (D9.25), temos 14,5 = ida.

EXERCICIO x9.43.

O Cuidado 9.143 afirmou que para conjuntos distintos temos identidades distintas. Isso
é valido para o Conjuntista também? Ou é como o que descobrimos resolvendo o Exer-
cicio x9.20 sobre as fungoes vazias?: que para o Categorista tem muitas func¢des vazias
(uma para cada conjunto) mas para o Conjuntista tem apenas uma tnica. Compare!

EXERCICIO x9.44.
Verifique que composicio de inclusées é inclusio.

(x9.40H0)

(x9.41HO)

(x9.42H0)

(x9.43H1)

(x9.44H1)
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! 9.146. Cuidado. A notagio A — B nio sempre denota a propria inclusio; pode ser
usada para denotar uma injecgio diferente dependendo do contexto. A idéia é que
mesmo sem ter A C B pensamos que uma injeccdo determina uma codpia fiel do A dentro
do B. Isso vai fazer muito mais sentido na §200, pois per enquanto nem sabemos o que
significa «injecgao»!

D9.147. Definicdo (constante; invariavel). Dados conjuntos A4, B, e b € B, defini-
mos a funcdo k, : A — B pela
kb(x) =b.

A k;, é chamada fungdo constante (do A para B) com valor b. Aqui tanto seu dominio
quanto se codominio estavam claros pelo contexto entdo n&o precisamos sobrecarregar
nossa notacéo com muitas decoragdes. Quando nédo sdo e quando importam escrevemos
kbA ou até kf’B . Dizemos que uma funcéo f: A — B é constante sse ela é constante com
valor b para algum b € B:

f: A= B constante <% (3 € B)[f=ks].

Chamamos uma fungao de invaridvel (ou steady) sse ela mapeia todos os membros do
seu dominio para o mesmo objeto. Formulamente,

f: A= Binvariavel <% (Va,y € A)[f(z) = f(y)]-

79

! 9.148. Cuidado (O termo “constante”). Muitos textos usam o termo “constante
para descrever o que chamamos de “invariavel” (ou “steady”). Na maioria dos casos néao
existe confusdo, pois as duas defini¢gdes concordam. Mas precisamos tomar cuidado,
como tu vai descobrir agora fazendo o Exercicio x9.45.

EXERCICIO x9.45.

As vezes aparece como definicéo de constante a seguinte: «A funcdo f: A — B € constante
sse mapeia todos os membros do seu dominio para o mesmo objeto.» Essa definicdo é
equivalente com a Definicdo D9.1477 Ou seja, com nossa terminologia aqui:

. . ?
f invaridvel <= f constante.

(Verifique ambas as direcgoes.) (x9.45H1)

EXERCICIO x9.46.

Uma fungéo f : A — B pode ser constante com valor b e com valor ¥ também, com
b?é b/7 (x9.46H1)

EXERCICIO x9.47.
. f
Sejam A —— B com A # (. Demonstre que:

f constante < (3b € B)(Vx € A)[ f(z) =b].

(x9.47HO)
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EXERCICIO x9.48.
No caso geral, alguma das dire¢oes da Exercicio x9.47 é valida ainda? (x0.48H0)

EXERCICIO x9.49.
Demonstre ou refute a afirmacgio seguinte: se (go f) é constante, entdo pelo menos uma
das f,g também é. (x9.49H1)

EXERCICIO x9.50.
O que é errado na definigdo seguinte de fungdo constante?

f: A= B constante <% (Va € A)(3b € B)[f(a) = b].

Seré que substituindo o 3 por 3! o problema ta resolvido? Sugira uma outra resolugio
simples. (x9.50H1)

9.149. Definindo fun¢des como composi¢des. Como (o) é uma operagio de fun-
¢oes, ganhamos entdo mais uma maneira de definir func¢oes. Dadas componiveis fungoes

f .
A—-pB-t.¢ podemos definir uma funcéo h: A — C apenas escrevendo:
«Seja h=go f.»

Claramente (e seguindo a discuss@o no 9.78) néo precisamos dar um nome para essa
funcao. Podemos apenas falar sobre a go f, exatamente no mesmo jeito que falamos do
numero 2 - 8 sem precisar dar um nome pra ele!

D9.150. Definigao (iteragdes). Seja f : A — A. Definimos as iteragoes de f pela
recursao

fO=idy
i =fofm

EXEMPLO 9.151.
Seja f: A— A. Calculamos:

Em geral omitimos parenteses quando a expressdo envolve apenas uma operacao associ-
ativa; botamos aqui para enfatizar cada aplicacdo de defini¢do nesse célculo.

EXERCICIO x9.51.
Como definarias numa maneira simples a fungao succ® para alguém que néo sabe (e sequer
quer saber) o que sdo as itera¢oes duma fungao? (x0.51HO)
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! 9.152. Cuidado. Em certos textos de matemaética, aparece a notagdo f"(x) como siné-
nimo de (f(z))". Por exemplo:

9 ) ...quis dizer. .. (sinz)? + (cos z)?
quem escreveu. . . sm” x + cos” x . . o
...mas aqui seria... sin(sinz) + cos(cos z).

9.153. Observagao. Poderiamos ter escolhido definir as poténcias de f pelas:

fO=ida
frt=frof

em vez da recursio que usamos na Defini¢do D9.150. As duas defini¢des sdo equivalentes,
ou seja, as duas operagoes de exponenciacdo definidas sdo iguais. Por enquanto pode
aceitar isso como um fato que vamos demonstrar depois (Teorema ©11.73), ou esquecer
completamente essa defini¢do alternativa.

©9.154. Teorema. A operagio de iteragdo que definimos no Defini¢io D9.150 nos en-
domapas dum conjunto A satisfaz as leis:

(1) (Vn,m e N)(Vf:A— A)[a™™ =amoa"];

(2) (Vn,meN)(Vf:A— A)[a™" = (a™)"];

(3) (vn e N)[id" =id].

JA DEMONSTRADO. Demonstramos por indugéo as trés leis nos exercicios x4.19, x4.20,
e x4.21—se tu néo resolveu, volte a resolver! Verifique que nossas demonstragoes preci-
saram apenas a associatividade e a identidade da multiplicacio e nada da sua definicdo,
entdo podemos substituir a multiplicagio por nossa o. Sobre a outra operacdo envol-
vida nas demonstragoes, a adi¢do, ndo precisamos verificar nada, pois nos dois casos é a
mesma operacao: a adi¢do nos naturais. i

D9.155. Defini¢ao (Idempotente). Seja f : A -+ A um endomapa. Chamamos a f
idempotente sse

fof=1F

EXERCICIO x9.52.
Seja A conjunto com |A| = 3. Quantas fun¢des idempotentes podemos definir no A? (x9.521123)

EXERCICIO x9.53.
Seja f: A — A. Demonstre ou refute a implicagio:

f constante = [ idempotente.

(x9.53H1)

D9.156. Defini¢ao (Caracteristica). Sejam A conjunto e C C A. A fungéo caracte-
ristica do C no A é a fungéo x4 : A — {0,1} definida pela

A, |1, sexeC,
XC(x)_{O, sex ¢ C.

Escrevemos apenas x¢ quando o dominio A é implicito pelo contexto—e na préactica esse
é quase sempre o caso!
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9.157. Aviso. O uso de 1 para representar “true” e o 0 para o “false” é aleatério. De
fato, dependendo de caso, as vezes definimos a fungao caracteristica com esses valores
invertidos! Isso é muito comum em teoria de recursao (veja [Kle52] por exemplo), mas
ndo so: nos shells de Unix, também o valor 0 representa o “true” (ou “deu certo”) e cada
valor positivo o “false” (ou “deu errado”).%4

A moral da estdria: sempre verifique a definicdo da funcgéo caracteristica usada—e
se quiseres usar num texto teu, sempre bota sua definicdo junto! Nesse texto, quando
aparece a notacdo yc¢ sem definicdo, denota a funcdo que definimos acima na Defini-
cao D9.156.

EXERCICIO x9.54 (Para os Unixeiros).
Num shell de Unix (cujo “prompt” denoto aqui por ‘#’) escrevemos:

# cmdl && cmd2
# cmdl || cmd2

onde cmdl e cmd2 sdo dois comandos. Explique o comportamento sabendo que && e ||
denotam os operadores l6gicos da conjuncéo e disjungao (respectivamente). Conclua que
o shell de Unix é “apenas” um calculador de valores de verdade nesse sentido. Todas as
coisas que vao acontecer executando isso “no mundo real” sdo nada mais que side-effects
enquanto calculando os seus comandos, para achar seus valores de verdade. Como posso
dar para o shell a ordem «executa o cmd1 e depois 0 cmd2»?

9.158. Observagdo. Um dos usos comuns de fungdes caracteristicas é definir fungdes
num jeito mais curto, aproveitando os fato que 0x = 0 e 1z = z para todo = € R. Esse
uso lembra das expressoes if-then-else que usamos em linguagens de programacao.

EXEMPLO 9.159.
Considere a f: R — R definida pela

@) = 23/x +logy |z + 1| + 2%, sexeQ
2¢/x +log, |x 4+ 1| + €®, caso contrario.

Usando as fungoes caracteristicas de Q e R\ Q podemos definir a f com uma equagéo so,
e “sem repeticio’™:

f(@) =2z +1logy |z + 1] + xQXQ(x) + e xr\0().
Isso lembra um
f(z) =23/x +1og, |z + 1| + (if z € Q then 2” else e”).

usado em linguagens de programacao que suportam if-then-else expressions.

64 Nesse caso essa escolha é obviamente melhor, pois sabendo que “deu certo”, em geral ndo perguntamos
«por que deu certo?»; mas se der errado, queremos saber mais sobre o motivo que deu errado: talvez um
arquivo nfo existe, talvez uma conexdo néo pode ser feita, talvez faltou uma permissdo, etc., e cada um
desses casos pode retornar um valor positivo diferente.

Esse “retornar” que eu t6 me referindo aqui é o proprio return que muitas vezes estudando programagao
o aluno acaba memorizando como “regrinha” que sua main precisa terminar com um “return 0”. Por qué?
E pra quem que ta retornando isso? Para o proprio sistema operacional. No final das contas, foi ele que
chamou essa main.
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! 9.160. Cuidado (expressions vs. statements). Uma if-then-else expression nao é
a mesma coisa com um if-branching statement encontrado em muitas linguagens de
programacao imperativas. A idéia é que uma expressiao denota um valor; um statement
é apenas uma ordem para ser executada. A linguagem C por exemplo tem ambas mas
0 que escrevemos em C com “if...” corresponde no branching statement. Nunca faria
sentido em C, por exemplo, multiplicar um if statement por um nimero. A expressdo
if-then-else de C corresponde no seu tnico operador ternario, com a sintaxe (bizarra)

(7 :_ ).
Em Haskell, por outro lado, escrevemos mesmo

if _ _then_ else__ .

EXERCICIO x9.55.
Sejam A, X conjuntos com A C X. Suponha que x% ox% é definida. O que podes concluir
sobre o X7 Podemos concluir que a x4 o x4 é constante ou a identidade? (x9.55H1)

D9.161. Defini¢ao (Restricgao). Sejam f: A — B e X C A. A restric¢do da f no X,
denotada por f]X é a funcdo de X para B definida pela

(f1X)z=fa
Também ¢é usada a notagéo f|x.
EXERCICIO x9.56.
Sejam f: A— Be X C A. Ache o tipo de f] X. (x0.56H0)

EXERCICIO x9.57 (restri¢io sem pontos).

Sejam A, B conjuntos e X C A. Defina a funcdo f[ X sem usar nenhuma referéncia

aos membros desses conjuntos. Na Definicao D9.161, por exemplo, usamos esse x para
representar um mebro de A. (Esquega o “sem pontos”’ no rétulo desse exercicio; vai fazer
sentido depois: §213.) (x0.57H12)

§211. Funcdes inversas

Informalmente, para construir a inversa duma fungéo pegamos o seu diagrama interno,
e viramos todas as setinhas barradas para a dire¢cdo oposta. Vamos estudar essa idéia
formalmente agora.

D9.162. Definicdo (fungao inversa). Seja fungdo bijetora f : A — B. Definimos a
funcao f~!: B — A pela
—1 def f
f1(y) = aquele z € A que x —— y.

Ou, equivalentemente, pela

iy =2 <5 fx)=y.
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Com outra notagao:

! def f
Yr—x <= x+—— Y.

Chamamos a f~! a fungdo inversa da f.

9.163. Observacio (Os olhos humanos nio sdo simétricos). As vezes a direcio
em que a gente olha para uma igualdade faz diferenca:

a=0 << =«

sim, ou seja, ‘=" é simétrica, mas nossos olhos humanos conseguem enxergar certas
informagoes melhor na forma o = 8, e outras na forma 3 = a! (Talvez nossos olhos néo

s@o tao simétricos.) A mesma coisa é sobre relagoes “direcionadas” como por exemplo:
a<f <= >«

que também sdo afirmagdes equivalentes, mas muitas vezes a gente enxerga uma numa
maneira diferente da outral!
Na Definicao D9.162 acima, por exemplo, reescrevendo a igualdade na outra diregao

temos:
def

Ty =2 < y=fla)

que possivelmente nos permite enxergar a situacdo numa maneira diferente. Similar-
mente, usando a notacdo das setinhas barradas podemos enxergar a equivaléncia assim:

! def

a:<—*y<:>x¢>y.

EXERCICIO x9.58 (A inversa é bem-definida).
Demonstre que a funciio f~! foi bem-definida. O que precisas demonstrar? (x9.58H0)

EXERCICIO x9.59 (A inversa é bijetora).
Demonstre que quando a funcdo inversa f~! é definida, ela é bijetora. (x90.59H12)

EXERCICIO x9.60 (Inversa da inversa).
- . ) . - . -1 .
Demonstre que se a funcéo inversa f~! ¢ definida, ent&o a sua inversa (f~!) = também
. -1
éetemos (f71) =/ (x0.60H12)

EXERCICIO x9.61 (Leis da inversa (com pontos)).
Seja f: A B. Para todo a € A e todo b € B, temos:

(L) fH(fa)=a F(F~0) =b. (R)

(x9.61H0)

EXERCICIO x9.62 (Inversa da identidade).
Para todo conjunto A, id, ! =idy. (x9.62H0)
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Q9.164. Questao. Queremos descrever a inversa duma composicdo de bijecgdes em
termos das inversas dessas bijecgoes. Ou seja, temos a configuracdo seguinte:

gof

A>L»B>L»C

Agora, ja que go f é bijetora, sabemos que possui inversa. O desafio é descrevé-la em
termos das f~! e g~!. Como o farias?

9.165. Cuidado. Um erro comum ¢é afirmar que (go f)~' = g1 o f~1. Por que isso
nio faz sentido? Pense em func¢des como “processos” e na go f como o processo «faga
f e depois faga g». Como exemplo, considere f o «botar cueca» e g o «botar shorts».
Logo go f é o processo «botar a cueca e depois botar os shorts». Assim, qual processo
seria 0 g~t o f717 «Tirar a cueca e depois tirar os shorts.» O erro é 6bvio: esquecemos
de invertar a ordem das acgdes (Mais um exemplo para enfatizar: tu ta usando teu
editor de texto, tu fez varias alteragdes, uma depois de outra, e agora quer desfazer tudo
que tu fez. Comecando fazer “undo” qual a primeira alteragdo que vai ser “undoada”?
Voltando: se eu quero desfazer o g o f mesmo, o que preciso fazer? Praticamente jé te
dei a resposta para o exercicio seguinte (x9.63)—sorry. Ainda bem que tem uma parte
mais interessante: demonstrar.

EXERCICIO x9.63 (Inversa da composigio).

Sejam A +L 4 B+2% C. Descreva a (gof)_1 em termos das f~1! e g~

tua afirmagéo.

I e demonstre

EXERCICIO x9.64 (Basta uma lei).
Seja f : A — B. Se uma f': B — A satisfaz pelo menos uma das duas leis do Exerci-
cio x9.61, entdo f’ é a propria f1.

E chato, né?. Mergulhar nos dominios e codominios das fungdes, mexendo com os
bichinhos que tem 14, tanto para enunciar teoremas quanto para demonstra-los espero
que foi uma experiéncia ndo exatamente divertida. Logo vamos ver uma outra maneira
para enunciar e demonstrar essas propriedades, “de longe”, sem olhar os detalhes internos.

§212. Imagens, preimagens

(x9.63H123)

(x9.64H0)
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9.166. Dois subconjuntos importantes. Sejam X,Y conjuntose f: X — Y.

Vamos associar, com qualquer subconjunto A de X, um certo subconjunto de Y, que
vamos chamé-lo a imagem de X através da f. Similarmente, com qualquer subconjunto
B de Y, vamos associar um certo subconjunto de X, que vamos chama-lo a preimagem
de B através da f. Parece que estamos “elevando” a funcdo f do nivel membros para
para o nivel subconjuntos. Vamos ver como.

e EXEMPLO 9.167.
Nas figuras seguintes mostramos com azul o subconjunto com que comegamos, e com
vermelho o subconjunto que associamos com ele. Considere o A C X como aparece no
desenho abaixo, e veja qual é o subconjunto f[A] de Y que vamos associar com o A:

Na direcao oposta, comece por exemplo com esse B C Y e observe qual é o subconjunto
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f-1[B] de X que queremos associar com o B:

9.168. Observagao. Observe que na discussdo acima ndo supusemos nada mais além
da existéncia de uma funcéo f dum conjunto X para um conjunto Y.

?7 Q9.169. Questao. Como podemos definir formalmente os conjuntos indicados nos de-
senhos acima?

D9.170. Definicao. Seja f: X — Y, e sejam subconjuntos A C X e B CY. Definimos:

4] =

f fla) | ac A}
falBlE

{
{zeX | f(x) e B}.
Lembrando a notacgao set builder (Notagao D8.7), temos as definigdes:

def

y e flAl < (BacA)f(a) =y]

x€ fq[B] €<% f(x) € B.

Chamamos o conjunto f[A] imagem do A através da f ou, mais curtamente, a f-imagem
do A. O conjunto f_;[B] é a preimagem do B através da f; ou a f-preimagem do B.
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! 9.171. Aviso. Todas as notagbes seguintes sdo freqiientemente usadas para a denotar
f-imagem de A:

AL fA GFA Gr A, fHA, Fp4;
e todas essas para a f-preimagem de B:

f—l[B]a f*37 Tprv @fB

EXERCICIO x9.65.
Quais os tipos das f[-] e f_1][-]7 (x9.65H0)

EXERCICIO x9.66.
Seja f: X — Y. Verifique:
=0 e fa[0] =0.

(x9.66 HO )

9.172. Observagao. Se f: X — Y entdo, temos que:
(i) range f = f[X];
(ii) f[X]=Y <= f é sobrejetora.
As duas afirmacgoes sfo conseqiiéncias imediatas das defini¢cbes envolvidas.

EXERCICIO x9.67 (Nossa notagdo é melhor).

Em matemaética, as vezes aparece a notagdo f(X) para denotar a imagem do X C dom f
através da fungdo f. Aqui usamos a notagado f[X]. Sem usar o conjunto vazio em lugar
nenhum na tua resposta, dé um exemplo (completo) que mostra que a notagao f(X) pode

ser problematica (e logo nossa notacdo f[X] é melhor). Explique curtamente. (x0.67TH12)

9.173. S6 que nao. Entdo no Exercicio x9.67 descobrimos que “nossa” notagao é me-
lhor. Né? Para o mundo n&o cuidosamente tipado, sim, ela é melhor. Mas num mundo
onde tipamos com carinho nossos objetos, tendo assim tipos distintos

Set(Int), Set(Set(Int)), Set(Set(Set(Int))),
serd que podemos realmente nos livrar da complicacdo de ter notagdes distintas para
essa infinidade de “elevagdes” de f7 Considere:
5:Int
{3,8,12} : Set(Int)
{{1,4},{3},Z} : Set(Set(Int))
Vamos usar a f =Az.x + 2 :Int — Int. Se eu escrever ‘ 5’ s6 pode ser a f “original”, pois

5:Int. E se euescrever ‘ f {3,8,12}’ s6 pode ser a gf sendo aplicada mesmo, e escrevendo
“f{{1,4},{3},Z}’ s6 pode ser a gGf. Calculamos:

f5=17
{3812} ={f3, 18, f12}
= {5,10,14}

SHLAY (3,2 = {f {1,4},f {3}.FZ}
={rfLfap {f3t.{z+2 | z€Z}}
= {{3,6},{5},2}.
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9.174. Observagao. O perigo descrito no Exercicio x9.67 nao existe quando trabalha-
mos com conjuntos homogéneos (8.6). Em tal mundo podemos usar a notagao f(X) para
o f[X] sem problema: um conjunto como o {1,7,{1,7}} seria considerado: inconstrutivel,

mal-tipado, ndo definido, sem significado, blasfémico, etc.

EXERCICIO x9.68.
Podemos definir a f-preimagem de Y assim?:

FalY1E{f Yy | yeY}

EXERCICIO x9.69.
Sejam f: A~ B, eY C B. Mostre que

falYl={f"'w lyev}.

EXERCICIO x9.70.
Qual o problema com a Defini¢ao D9.1707

EXERCICIO x9.71.
Depois de resolver o Exercicio x9.70, justifique a corretude da Defini¢ao D9.170:
o que precisas demonstrar, e demonstre!

EXERCICIO x9.72.
Verdade ou falso?: para toda funcio f e todo x no seu dominio temos

iz} = {f (=)}

EXERCICIO x9.73.
E alguma das f[—], f-1[—] garantidamente injetora ou sobrejetora?

EXERCICIO x9.74.
Seja f: A — B. Demonstre que

f bijetora <= para todo b € B, f_1[{b}] é um conjunto unitéario.

EXERCICIO x9.75.

g

(x9.68H0)

(x9.69H1)

(x9.70H12)

explique
(x9.71H12)

(x9.72H0)

(x9.74H12)

Sejam conjuntos X eY, f: X Y, e AC X e BCY. Demonstre as afirmagoes:

AC f[flA]]
B 2 flf-1[B]].

(x9.75H0)
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EXERCICIO x9.76.
Sejam conjuntos X eY, f: X -Y,e AC X e BCY. Considere as afirmacoes:

?
A= fa[flA]]
?
B = f[f-1[B]].
Para cada uma delas: se podemos conclui-la, demonstre; e caso contrario, mostre um
contraexemplo. (x0.76H12)

? Q9.175. Questdao. O que muda no Exercicio x9.76 se f € injetora? Se é sobrejetora?

©9.176. Teorema. Seja f: X — Y. Temos:
(1) f injetora <= para todo A C X, A= f_1[f[A]]
(2) [ sobrejetora <= para todo BCY, B = f[f_1]B]].

DEMONSTRAGAO. As duas idas tu demonstraras (agora!) no x9.77; as voltas no Pro-
blema 119.8 (pode ser depois). |

EXERCICIO x9.77.
Demonstre as idas do Teorema ©9.176. (x0.7THO)

Vamos ver agora como essas operagdes comportam em combinagio com as operagoes de
conjuntos.

EXERCICIO x9.78.
Sejam f: X - Y, A, B C X. Mostre que:

fIAUB] = flA]U f[B]
f1an Bl L fla)n fB)
f1a\ B L fla)\ f18]
onde nas < demonstre que a igualdade em geral nio ¢ vélida, mas uma das (C) e (2), 6. comn)

EXERCICIO x9.79.
Sejam f: X — Y injetora, e A, B C X. Mostre que:

fIAN B] = f[AIN f[B]
fIAN Bl = fIA]\ f[B].

(x9.79H1)
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A preimagem comporta bem melhor que a imagem: ela respeita todas essas operacoes
mesmo quando f néo é injetora, algo que tu demonstraras agora.

EXERCICIO x9.80.
Sejam f: X - Y, A, BCY. Mostre que:

f1[AUB] = f1[A]U f1[B]
f[AN Bl = f1[AlN f1[B]
fo1[A\ B] = f1[A]\ f-1[B]

(x9.80HO0)

Essas propriedades generalizam naturalmente para unides e intersecc¢oes de seqiiéncias e
familias de conjuntos; veja por exemplo o Problema 119.9.

§213. Definigoes estilo point-free (tacito)

9.177. Pointful vs. pointfree. Olhe para a definicéo seguinte duma funcéo f: N — N:
fn=2-(n?>+1).

Literalmente estamos definindo o que significa f n, e ndo o que significa f. Mas, ja que
temos igualdade extensional entre funcoes, e ja que n é um natural arbitrario natural
aqui, definindo f n é suficiente para determinar a f. A situacdo deve te lembrar algo
(Nota 8.19) por justa causa.

Agora olhe novamente na defini¢io acima. Para entender quem € f precisamos entrar
na floresta do seu dominio, pegar uma arvore n, entrar na floresta do seu codominio e
procurar passo por passo o que aconteceu com ela. Lendo o inicio da defini¢do, «2-...»
sabemos que alguém foi multiplicado por 2, talvez néo tem algo a ver como nossa arvore,
precisamos andar ainda mais, e depois de muitas trilhas descubrir o que aconteceu.

Compare com a defini¢do seguinte, que defina a mesma fungéo f sem sequer menci-
onar “arvores:”

f = double o succ o square ou f = square ; succ; double.

que é clarissima, defina diretamente a propria f (sem enrolar fazendo trilhas nas flores-
tas), e da pra ler e entender numa maneira entendivel e sucinta, tanto de esquerda para
direita, quanto de direita para esquerda.

EXEMPLO 9.178.
Seja f:7Z — Z a fungao definida pela

f(z) = —(2* +3).

Mostre como definir a f como composicio de trés fungoes g, h,k : Z — Z sem nenhuma
das g, h,k ser a Az.z. Sim, use lambdas (80 pra pratica-los mais).

REsoOLUCAO. Idéia: vamos tentar descrever o processo do que acontece na entrada x
passo por passo até chegar na saida —(z%+3). Primeiramente acontece um quadramento,
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depois um incremento por 3, e depois uma negacdo. Vamo la entdo: sejam as g, h, k :
7. — 7 definidas pelas

g=\r.z? h=Ac.x+3 kE=\c.—x.

Assim definimos a f como
f=kohog.
Sem ambigiiidade podemos omitir os ‘o’ pois ja estamos em modo “de longe” (sem mexer
com pontinhos):
f =khg.

Simplissimol!

9.179. Conselho (to name or not to name). Observe que nem precisamos nomes
para as funcoes “intermedidrias” do Exemplo 9.178. Poderiamos simplesmente definir a
funcéo f :7Z — Z assim:

f=0x.—z)o(Ax.z+3)o (A\x.z?).

(Nesse caso nao vamos omitir os ‘o’ pois aparecem os pontinhos (os ‘z’) e poderia con-
fundir entre composicdo e aplica¢do.) Ent&o: usamos fungdes anénimas ou epdnimas?
Depende! E a escolha nio é nada de boba. Pelo contrario, ¢ muito importante elaborar
uma intuicao boa sobre:
(i) se vamos nomear algo (lembra do 9.78);
(ii) qual vai ser o seu nome, caso que decidirmos dar um.
Isso tanto em programagdo quanto em matemétical Vamos voltar no nosso Exem-
plo 9.178 onde temos trés “componentes intermediarios” e precisamos decidir para cada
um deles se vamos nomea-lo e como. Uns fatores importantes para considerar:
e esse componente é algo ja bem conhecido? ja possui um nome?
e esse componente vai ser reutilizado?
Com essa guia, faria sentido definir a f assim:

f =megate o (Ax .z + 3) o square

onde

negate : Z — Z square : Z — Z
negate(x) = —x square(r) = 2.
Aqui ndo me pareceu tdo 1til ter um nome para a operacao Az .z + 3 e logo escolhi deixé-
la andnima. Se fosse Az .z + 1 teria escolhido usar o succ. N&o existe maneira correta
ou errada aqui: nomea-las por g, h,k também nfo foi bizarro ndo, nem deixa-las todas
andnimas! Depende da situacao, do contexto, da intengédo, do uso, das estrelas, etc.

EXERCICIO x9.81.
Fatore as fungoes seguintes na maneira mais legal que tu consegues:

1
f:Q—=Q f(x)zm
g : NxN—N g(z,y) =y*+1
h:NxN->N hiz,y) =2(x+y)+1

k:NxN—-N k(z,y) =2(z+2y) + 1.

(x9.81H12)
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EXEMPLO 9.180.

Defina a funcéo f = Ar.2z+1 : N — N diretamente como composicdo de fungées sem
usar A-notacdo. Desenhe o diagrama externo da configuracao e confirme tua resolucao.
RESOLUGAO. Temos as fungdes

N8 | NxN_—_F ,N__Suc ,

Assim defino
f=(succo+o0Ay): NN

e tomando um z € N calculo:

f(z) = (succo + o A)(x) (def. f)

= succ(+(A(z))) (def. o)

= succ(+(z,)) (def. A)
= suce(2x)

=2x+1 (def. succ)

confirmando assim que minha defini¢ao foi correta.

EXERCICIO x9.82.
Faga a mesma coisa para a fungdo f = Ar.22%: N — N. (x9.8210)

EXERCICIO x9.83 (Leis da inversa (sem pontos)).
Como podemos expressar as leis da inversa (F-Inv) sem pontos? (x9.8310)

Intervalo de problemas

PROBLEMA I19.2.

Supondo que teu leitor nao sabe o que sao as iteragoes duma fungdo (Definigao D9.150)

e que sequer quer saber, defina a fungdo succ® numa maneira simples. Demonstre tua
afirmacdo, que a succ” (oficial) realmente é igual a fungdo que tu escreveste para teu

leitor. (119.21123)

PROBLEMA I19.3.
Na defini¢do do Exercicio x9.45 ndo escrevemos “existe inico”, mas apenas “existe”. O
que mudaria com esse “Gnico”™ Demonstre tua afirmacao. (T19.3H1)

PROBLEMA I19.4.
Seja N* = [J,, N" o conjunto de todos os strings finitos feitos por naturais. Considere a
f:N* = Nyq definida pela

n—1
f@o, .. xn1) = [ p¥*
1=0

onde (p,), € a seqiiéncia dos nimeros primos (po = 2, p1 = 3, p2 =5, ...). (1) Explique
por que f ndo é injetora. (2) Demonstre que f é sobrejetora. (3) O que acontece se
substituir os exponentes x; por x; + 17 (T9.4T0)
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PROBLEMA II9.5.
. ! - . C L . .
Sejam A —— B. FEntdo existem: injec¢do m, surjec¢do e, e conjunto C tais que o

diagrama seguinte comuta:

C

Em outras palavras, mostre que qualquer funcao f: A — B pode ser “decomposta”’ em

f=moe

onde e é uma funcgéo sobrejetora e m uma funcgéo injetora. (TM9.5H1)

PROBLEMA I19.6.
Seja A um conjunto habitado. Defina fungdes f,g com os tipos seguintes:

f:A— pA
g:pA—>» A

Demonstre que: (i) a f é injetora; (ii) a f nao é sobrejetora; (iii) a g é sobrejetora; (iv) a
g ndo é sobrejetora. Como eu posso pedir pra tu demonstrar tudo isso (as (ii) e (iv)) sem
sequer saber quais s@o as f,g que tu escolheu definir? (Essa pergunta nao é retorica.) (mosii2sis)

PROBLEMA I19.7.
Sejam A # () conjunto, n € Nyg, e I ={i € N | i <n}. Considere a funcdo 7 : I x A™ — A
definida por

(i, ) = mi(a) (: 0 i-ésimo membro da tupla a)

onde consideramos o primeiro membro duma tupla seu “0-ésimo” membro, etc. Investigue
a injectividade e a sobrejectividade da . (TM9.7H1)

PROBLEMA I19.8.
Demonstre o Teorema ©9.176. (TI9.8H0)

PROBLEMA II9.9.

Sejam f: A — B, e duas familias indexadas de conjuntos: (A;);.; feita por subconjuntos
de 4, e (Bj)jeqs feita por subconjuntos de B. Ou seja, par todo ¢ € Z, e todo j € 7, temos
A; C Ae B;j C B. Mostre que:

Uiz 4] =U,.; /141
mieZ Az : mieZ flAi

(3) 1 [Ujej Bj: B UjeJ JlBi]

’ I

? . T .
onde na = demonstre que a igualdade em geral ndo é valida, mas uma das (C) e (D) é.
A demonstre, e, supondo que f é injetora, demonstre a outra também. (119.9H0)
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» PROBLEMA II9.10.
Um aluno “demonstrou” que se f : A — B e (4,), ¢ uma seqliéncia de subconjuntos de

A, entdo
f [ﬂj;o A”} - ﬂ:;o flAn].

Sua “demonstracdo” foi a seguinte:

«Calculamos:
1 oo .
be f[ﬂn OA,L] = (Ela N, An) [f(a) =b] (def. f[-])
< 3 (a € ﬂoozo Ap A fla) = b) (logica)
3 PR
<= Ja(Vn(a € 4,) A fla) =) (def. m :0)
é} Ja(Vn(a € A, A f(a) =) (logica)
N Javn(a € A, A f(a) = b) (logica)
PN Vn3a(a € Ap, A f(a) =) (logica)
é) Vn(Ja € Ap)[ f(a) =b] (logica)
B v e flAL) (def. f[-])
9 oo
= be ﬂn:O fl1A] (def. ﬂ” ;
Logo temos f[r—o An] = Neo f[An] pela definicao de igualdade de con-
juntos.»
Ache os seus erros. (119.10H12)

» PROBLEMA II9.11.
Seja f: A — B. Considere a afirmagdo seguinte:

o
f(—) sobrejetora <= f_;[—] injetora.

Para cada uma das dire¢des responda. .. (1) “sim”, e demonstre; (2) “néo”, e refute; ou
(3) “depende”, e mostre dois exemplos: um onde a implicagao é valida, e outro onde néo
é. (I19.11H1)

» PROBLEMA I19.12 (Don’t just read it; fight it).
Ache a coisa mais Obvia para se perguntar depois do Problema I19.11; pergunte-se; res-
ponda (demonstra ou refuta). (M9.12H1

» PROBLEMA II9.13.
(Continuagdo do Problema I19.2.) Qual é (a extens@o d)o conjunto

ﬂ suec™[N] ?
n=0

Demonstre tua afirmagéo. (I9.13H12)
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PROBLEMA I19.14.

A Observagdo 9.174 tem um probleminha. Mesmo trabalhando apenas com uma fungées
homogéneas podemos cair em ambigiiidade! Bem depois, no Capitulo 19, vamos entender

a situacéo melhor; e tenho um teaser na resolucao. Mas por enquanto s6 resolva esse
problema, ou seja, ache um exemplo problemético para essa notacfo, usando apenas
conjuntos homogéneos. (119.14H12)

PROBLEMA I19.15 (flip).
No Exemplo 9.130 da §207 definimos a fungéo powTwo diretamente como aplicacio parcial
da funcéo exp

powTwo = exp 2

evitando o uso de pontos ou lambdas:

powTwo n = exp 2 n; powTwo = An . exp 2 n.

Similarmente podemos definir a fun¢ao que corresponde seqiiéncia das poténcias de qual-
quer outro nimero real. Mas parece que nao podemos criar com a mesma laconicidade
(apenas como aplicagao parcial) uma fungéo square ou cube, pois os argumentos da exp
estdo “na ordem errada”. O objectivo desse problema é fazer exatamente isso.

Defina uma funcao de ordem superior flip, que recebe qualquer funcao binaria currifi-
cada, e retorna a funcgéo binaria currificada que comporta no mesmo jeito mas recebendo
seus argumentos na ordem oposta. Por exemplo:

exp2 3 =S8; (flip exp) 23 =19

Comega escrevendo o tipo da flip e o lendo com as duas maneiras diferentes que discutimos
na Nota 9.128. (119.15H0)

§214. Leis de composicao

9.181. Composicao como operagido. No mesmo jeito que o produto 3 -2 denota um
namero, a composicio gof de certas fungoes f e g denota uma fungdo. A o entdo realmente
¢ uma operagido (binaria) nas fungoes, e agora vamos investigar as leis que ela satisfaz,
fazendo uma comparagdo com a multiplicacdo nos nimeros, procurando similaridades
e diferéncas. Note que ja comecamos com uma ambigiiidade com esse “nos numeros”,
pois as leis satisfeitas pela (-) dependem de qual multiplicacdo estamos considerando: a
multiplicagao nos reais, por exemplo, satisfaz a uma lei de inversos (viz. «cada nimero
diferente de zero tem um inverso multiplicativo») mas nos inteiros ndo. Mais sobre isso
depois.

9.182. Fatoragdo de fungdo. Num certo sentido muito interessante, e fortalecendo
nossa metafora entre composigio e multiplicagédo, o que fizemos no Exemplo 9.178 pode
ser visto como uma fatoracdo de funcao: escrevemos a f como “produto”’ dos “fatores”
g, h, k. Sabendo como fatorar fungées é importanissimo em programacao, algo que apre-
ciamos extensivamente no no Capitulo 4.
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9.183. Totalidade. Primeiramente observe uma grande diferenga entre composigido e
multiplicacdo: a multiplicacdo é uma operacéo total, ou seja, para todo nimero z,y, seu
produto x -y é definido. Mas como vimos na Definicdo D9.137, para formar a composicao
go f de duas fungdes f e g elas precisam satisfazer a condi¢io cod f = domg. Caso
contrario, o g o f nem tem significado! Continuamos investigando mais propriedades.

9.184. Intuicdo com tarefas. Vamos agora imaginar fun¢des como tarefas para ser
feitas em algo, e a composigdo como a idéia de “seqlienciar as tarefas”. Ou seja go f seria
a tarefa de fazer a tarefa f e depois a g. Com essa intui¢io, parecem 6bvias estas duas
afirmagdes:

(i) a composigao é associativa,

(ii) a composigdo ndo é comutativa.
Mas intuigdo nunca demonstrou nada sozinha, entdo bora demonstrar essas afirmagdes!

9.185. Associatividade. Suponha que temos fungoes

f h
A B—sC D.
Podemos entédo formar as composigoes go f e hog. Temos entao:
gof h f hog
A—(C —— A—— B ——D.

Compondo as fungoes do primeiro diagrama criamos a fungéo ho (g o f), e compondo
aquelas do segundo criamos a (hog)o f:

ho(gof) (hog)of
A——D A——— D.

Queremos saber se as duas fungdes sdo iguais. Vamos pensar sobre isso usando black
boxes.

D A

[ ho(gof) — =z

? - (hog)o f - =z

Primeiramente observe que os tipos delas sdo iguais. Entéao basta verificar que concordam
para todo ponto z € A. Pela definigdo de composi¢do sabemos que “internalmente” elas
funcionam assim:

C A
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Agora pelas defini¢bes das go f e hog, 0 que precisamos comparar na verdade sdo as:

D

C C B

B

A

h |« g |«

f

C C B

A

Agora que ta tudo transparente parece 6bvio que as duas fungdes séo iguais, e comportam

como a seguinte:

c C B

A

Mas para demonstrar que as duas construcoes resultam na mesma funcéo, vamos precisar

calcular os «?» do desenho acima, e seguir fielmente as definicGes.

©9.186. Teorema (Lei de associatividade). Sejam

FEntéao

A

T ,¢

h

ho(gof)=(hog)o

» ESBOCO. Mostramos que as duas fungdes sdo iguais seguindo a definicdo de igual-
dade D9.28: mostrando que elas tém o mesmo dominio A4, e que comportam igualmente
para o arbitrario a € A. Observe que seus codominios também sao iguais, satisfazendo as-
sim a defini¢do de igualdade D9.26 também. Pegando cada lado da igualdade e aplicando
a defini¢do de o chegamos no mesmo valor.

/-

D.

[ (©9.156P)

9.187. Comutatividade. E facil demonstrar que a composicio de funcdes nio € co-
mutativa. Faga isso agora no exercicio seguinte!

» EXERCICIO x9.84.

Existem fungoes f, g entre conjuntos A, B tais que fog e go f sdo ambas definidas, mas

mesmo assim

Mostre pelo menos dois exemplos diferentes: um com A # B; outro com A = B.

fog#gof.

(x9.84H0)

9.188. Identidades. Investigamos agora se a operagio de composi¢io possui identidade
mas primeiramente vamos lembrar o que isso significa. Por enquanto ndo demonstramos
nada a respeito disso, entédo trate as fungdes que chamamos de identidades na D9.142

como uma coincidéncia.



398 Capitulo 9: Fungoes
? Q9.189. Questao. Chamamos o 1 a identidade da operacdo (-) nos reais, pois:
lz=xz=x-1, para todo z € R.

Tentando achar uma similaridade entre func¢des e niimeros num lado, e composicao e
multiplicacdo no outro, qual seria nosso 1 aqui? Ou seja, procuramos objeto ? tal que

? of:f:fo ?

para toda funcéo f.

EXERCICIO x9.85.
Sejam A, B conjuntos diferentes, e f : A — B. Para cada uma das igualdades abaixo,
decida se ela é valida ou n#o, justificando tua resposta.

(1) f=foida; (2) f=/[oidp; (3) f=idaof; (4) f=idpof.

(x9.85H0)

©9.190. Teorema (Leis de identidade). Para todo conjunto A, existe unica fungédo
idg : A — A tal que:

paratoda f: A— B, foids = f;
paratoda f: B— A, idaof=f.

EsBOGO. Primeiramente verificamos que a identidade do A (Defini¢ao D9.142) que “coin-
cidentemente” denotamos por id4 realmente satisfaz tudo isso. Depois mostramos que
qualquer outra possivel funcao id/; com essas propriedades deve ser (igual) & propria id 4.

(©9.190P)

9.191. Leis de fungdes. As configuragdes na esquerda implicam as equagdes na direita:
! g h
(F-Ass) A B C D = (hog)of=ho(golf)
{ foida=f
idB [¢] f = f

f
A——B



§215. Diagramas comutativos 399

§215. Diagramas comutativos

Comecamos com uma definicdo complicada; leia agora, mas veja logo os exemplos se-
guintes.

D9.192. “Defini¢ao” (diagrama comutativo). Digamos que um diagrama externo
de fungdes comuta ou que é um diagrama comutativo sse: para todo par de “caminhos”
feitos por seguindo setas, se pelo menos um dos dois caminhos tem tamanho maior que
1, entdo os dois caminhos sao iguais.

e EXEMPLO 9.193.
O que significa que o diagrama seguinte comuta?

A

? {
-
Sy

“—
ks

Q

Significa que h =go f.

e EXEMPLO 9.194.
O que significa que o diagrama seguinte comuta?

A

h‘

D
e EXEMPLO 9.195.

O que significa que o diagrama seguinte comuta?

f

|

Ve——®

k

|

Significa que go f =koh

AiﬁB%C
Significa que fog= foh.

! 9.196. Cuidado. Gragas a parte enfatizada na “Defini¢ao” D9.192, ndo podemos con-
cluir no Exemplo 9.195 que g = h, pois mesmo que existem esses dois caminhos de A para
B (um seguindo a seta g, outro seguindo a seta h), nenhum deles tem tamanho maior
que 1.
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e EXEMPLO 9.197.
O que significa que o rectangulo no diagrama seguinte comuta?

AT B
k g i
D h c ] D

Apenas que hogo f = k. Observe que isso néo nos permite concluir nada especial sobre
as setas i e j do tridngulo. Se soubéssemos que o diagrama comuta (e ndo apénas seu
rectangulo), poderiamos concluir que i = j o g também.

Afirmando a comutatividade de certos diagramas vira uma maneira curta de afirmar
proposic¢oes, como por exemplo essas duas leis que ja encontramos na §214.

e EXEMPLO 9.198.

Afirme a lei da associatividade da §214 usando a comutatividade dum diagrama.

~ . f h . .
RESOLUGAO. Sejam A B0 D. Basta desenhar um diagrama cuja

comutatividade quis dizer ho(go f) = (hog)o f. E o seguinte:

gof
A@D

hog

Outra maneira para desenhar o mesmo diagrama seria a seguinte:

Aa—1 B

gof

Questao de gosto.

» EXERCICIO x9.86.
Como podemos expressar as leis da identidade (Seccao §214) usando apenas a comuta-
tividade dum diagrama? (x9.8611)

» EXERCICIO x9.87 (Leis da inversa (com diagrama comutativo)).
Como podemos expressar as leis da inversa (F-Inv) usando apenas a comutatividade dum
diagrama? (x0.87H1)
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» EXERCICIO x9.88.
Suponha que os quadrados no diagrama seguinte comutam:

A ! B L c
i J k
P s Q L R
Demonstre que o rectangulo grande também comuta. (x9.88H0)

§216. Produtos e demais construgoes

D9.199. Defini¢ao (cross). Sejam
A —f——> C
B—2 5D
Chamamos fungdo-produto das f, g, que denotamos por f x g, a fungao

fxg
AxB—CxD

definida pela
(f x g)(@,y) = (f(x).9(y)) -

Pronunciamos «f cross g».

» EXERCICIO x9.89.
Bote nomes e direcgoes onde faltam e demonstre que o diagrama comuta:

A— AxB—— B
f g
C———CxD———D

(x9.89H0)

9.200. Observacao (Um puzzle). Vamos fazer um “rewind” no momento exatamente
antes de definir nossa funcgao de A x B para C x D. O diagrama parece como no Exerci-
cio x9.89, exceto sem a setinha pontilhada no meio. E esse é o “missing piece” do nosso
puzzle. Procuramos entéo achar uma seta que é legal. O que significa “legal” aqui? Uma
seta que faz o diagrama comutar!
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EXERCICIO x9.90.
Para cada uma das expressdes seguintes, calcule seu valor quando tiver.

(sin x cos)(7) = (outl x succ)(5,6) =
(sin x cos)(7/2,7) = (idy % succ)(0,1) =
Pode ser que umas delas tem type errors, e logo nenhum valor. (x0.90H0)

EXERCICIO x9.91.
O operador binério (—x —) nas fungdes que definimos no Defini¢ao D9.199, é um operador
total? (x9.91HO)

D9.201. Defini¢ao (pairing). Sejam

4l p_° .p

Chamamos fungéo-pareamento da f “pairing” g, que denotamos por (f,g), a fungdo

(f.9)
D—AxB

definida pela
(fr9)(@) = (f(z),9(x)).

EXERCICIO x9.92.
Bote nomes e direcgoes onde faltam e demonstre que o diagrama comuta:

A— AxB— B

A

(x9.92H0)

7 Q9.202. Questao. Dadas f,g : A — B, e sabendo que no B é definida uma operacao

binaria * : B> — B, qual funcéo interessante tu podes definir de A para B? Qual notacao
tu gostaria de usar pra ela?
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D9.203. Defini¢ao (pointwise). Sejam A, B conjuntos e x uma operacdo binéaria no
B. Dadas fungdes f,g: A — B, definimos a funcdo f*g: A — B pela

(f*9)(z) = f(z) * g(x), para todo z € A.

Chamamos a (— * —) a operagdo pointwise da * no conjunto (4 — B).

9.204. Uma outra maneira de se inspirar. Se tu realmente tentou responder na
pergunta acima, provavelmente tu chegou nessa mesma definicio. Uma maneira de
chegar nela é realmente “entrar na floresta”, e comecgar brincar com as arvores, ate achar
o que tu ta procurando. Uma outra abordagem seria observar a floresta de longe, por
fora. Desenhar as setas que tu tens, e ver o que tu podes fazer interessante com elas;
pra onde elas te guiam. Nesse caso temos f,g: A — B, e também a * : B> — B. Nosso
desafio é definir uma funcao interessante do tipo A — B.%° Desenhamos ent#o:

AxA_ Y . pup " .

O que interessante podemos definir agora? Com certeza uma composicio tem chances
boas de ser interessante, s6 que aqui a

xo(fxg):AxA——DB
nio tem o tipo desejado A — B. Agora podemos desistir dessa abordagem e entrar na
floresta mesmo para brincar com as arvores; ou podemos perceber que talvez falta apenas

uma setinha para nos ajudar. Se a gente tivesse uma setinha interessante assim:

fxg *

A L AxA B x B B,

a gente teria um candidato 6timo para algo interessante, pois assim a composicdo de
todas essas setinhas tem o tipo desejado. Basta definir uma funcgfo interessante entao
de A para A x A e assim ganhar a

*x0(fxg)o?

A B.

EXERCICIO x9.93.

Dado conjunto A, define uma funcgéo interessante de A para A x A. Comeca descrevendo

sua alma com um X; consegue defini-la sem descrever explicitamente o seu comporta-
mento? (x9.93H0)

EXERCICIO x9.94.
Verifique se as duas fungoes definidas na Definigao D9.203 e no fim do Nota 9.204 (com
o Exercicio x9.93) s@o as mesmas. (x9.94H0)

A funcéo que tu definiu no Exercicio x9.93 é muito 1util e freqiientemente usada e sim,
tem seu proprio nome e sua propria notacao:

65 (Claramente niio é o desafio mais claro que tu ja viu na vida, mas isso faz parte do proprio desafio!
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D9.205. Defini¢ao (Fungao diagonal). Seja A conjunto. Definimos sua func¢éo dia-
gonal Ay : A — A x A pela

Ap(z) = (z,x).

Equivalentemente:

def . .
AA = <1dA,ldA>.
Quando o conjunto A é implicito pelo contexto escrevemos apenas A.
Com o que ja temos na nossa disposicdo podemos definir umas fungoes interessantes

apenas usando composigoes, e diretamente definindo a func¢do (sem utilizar um ponto do
seu dominio nem a A-notagao). Vamos investigar isso agora no Seccao §213.

» PROBLEMA II9.16 (unido de fungdes).
Sejam f: A— Ceg:B— D. Queremos definir a fUg: AUB — CUD, consultando as f
e g, numa maneira parecida com aquela da definigdo de f x g (D9.199). Uma defini¢do
razoavel deve fazer o diagrama seguinte comutar:
B
‘9
D

A
f‘
C

Explique quais sdo as condigdes necessarias para definir a f U g, e defina-a. (TI9.1610)

S
Sy

- s AUB ¢+———"-—

C 4o C

Q
S

§217. Coproduto; uniao disjunta

Vamos voltar no Problema I19.16. (Se tu nao resolveu ainda, volte a resolver agora, antes
de continuar.) Definimos o f U g a partir de duas fungdes f e g mas a situac¢do néo foi
tao agradavel como esperamos (cf. f x g): necessitamos restrigoes adicionais.

7 Q9.206. Questao. Quem é o culpado?
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9.207. Resposta. A unido! O conjunto que U construiu, o AU B, nfo é util aqui. Nem
se compara com 0 A x B, em questdo de utilidade e elegancia. Além disso—caso que os
conjuntos sio finitos por enquanto—com o produto tivemos a lei bacana

[Ax B|=[A|-|B].
A unifio néo é tdo legal, pois ndo consegue garantir igualdade mas apenas
|AU B| < |A| + |B].

Decepgao de novo! Sera que podemos descobrir um outro operador binério que compor-
taria numa maneira tao legal como o x?

9.208. Contruindo o coproduto.

unindo:

AUB

FEm vez disso, vamos criar copias A’, B’ dos A, B numa maneira que garanta que os A’, B
sdo disjuntos. Por exemplo, pintamos todos os membros de A azuis e de B vermelhos:56

1 6
2
5 )
3 7
A’ B’

Os conjuntos agora sdo disjuntos (observe que 4 # 4 e 5 # 5) entdo vamos simplesmente
uni-los:

A'UB

66 Teitores sem acesso nessas cores neste texto véo ficar confusos aqui; mas paciéncia pois uma defini¢do
formal t4 chegando ja ja; uma que nfio necessita telas e impressoras (e olhos?) chiques.
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e nesse caso vamos tomar AW B := A’ U B’. Observe que esse processo descrito aqui
garanta mesmo que

|Aw B| =|A"UB'| (def. Aw B)
= A"+ |B'| (A’, B’ disjuntos)
=|A|+ |B|. (|A| = |A| e |B| = |B]")

Parece entdo que conseguimos definir o operador de unido disjunta.

9.209. “O” ou “um”?. A descrip¢do acima envolve um passo bem ambiguo: a con-
truicdo das cdpias A’, B'. Com certeza existem muitas maneiras diferentes de conseguir
essas copias e a gente so descreveu uma—inclusive nem formalmente, mas dé pra fazer
(Exercicio x9.95). Precisamos escolher uma pra realmente definir nosso operador.

EXERCICIO x9.95.
Ache algo matematicamente formal que podes usar em vez do informal «pintar os mem-
bros do A de azul e do B de vermelho». (x9.95H0)

D9.210. Definicdo (unido disjunta ou coproduto). Sejam A, B conjuntos. Defini-
mos o coproduto

Al BE ({0} x A)U ({1} x B).

Generalizmos para qualquer familia indexada (A4;),.;:

I 4 2 U, ({i} x A).

Também usamos o termo unido disjunta; e a notagdes correspondente AW B para o caso
binario; e a |4, A; para familias.

9.211. Observagao. No contexto de teoria dos tipos (Capitulo 19) o tipo correspon-
dente ¢ chamado sum type e usamos as notagoes A+ B e >, A;.

9.212. Nivel coragdo: escolhedores. Seja (4;), ., familia de conjuntos. Lembre-se
que enxergamos (8.159) cada membro do produto ], A; como um escolhedor: ele escolhe
exatamente um membro de cada A;. Podemos enxergar um membro do coproduto como
um escolhedor também. Mas antes disso, vamos ver se podemos enxergar o arbitrario
membro do J; A; como escolhedor. Sim: o a € |J; 4; representa o escolhedor que escolha
0 a, entre todos os membros que pertencem a qualquer um dos A;’s. No coproduto a
situacdo é mais informativa e interessante: o arbitrario membro do []; A; parece assim:
(j,a), onde j € T e a € A;. Ou seja, parece uma escolha rotulada, que selecionou um
membro do conjunto com seu rétulo e nada mais. Vamos comparar trés escolhedores
P,C,U entao:

Podemos perguntar ao P:

— Qual foi tua escolha para o i€ Z?
— Do A; escolhi o u € A;.
— E paraojeZI?
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— Do A, escolhi o v € A;.
— EparaokeZ?
— Do Ay, escolhi o w € Ay,.

etc., e vamos ter uma resposta para cada um dos ¢’s. Ao C' perguntamos:

— Quem tu escolheu?
— Escolhi o z por dentro do w-esimo: z € A,,.

E ao U perguntamos:

— Quem tu escolheu?

— Escolhi o z.

— Donde?

— Como assim?

— Onde tu achou esse z, em qual dos A;’s?

— Sei-la! Foi num deles. N&o lembro. N&o quero dizer.

» EXERCICIO x9.96.
Imite a idéia da construcgao do (f,g) (Defini¢io D9.201) que baseamos no x para definir
duas novas construcgdes parecidas: uma baseada no U, e outra no II. Qual das duas
parece comportar melhor? (Nossa referéncia de comportamento aqui é a construcgéo
baseada no x.) (x9.96H0)

» EXERCICIO x9.97.
O que tu percebes sobre os diagramas comutativos do x (Definigao D9.201) e do II (que
tu desenhou no Exercicio x9.96)7 (x9.97H1)

Intervalo de problemas

» PROBLEMA I19.17.
Generalize o Exercicio x9.52 para um arbitrario conjunto finito A. (119.17H1)

§218. Funcodes parciais

A restric¢io que uma funcio f : A — B precisa ser totalmente definida no A, ndo nos per-
mite considerer naturalmente situacdes onde um certo programa, por exemplo, retorna
valores para certas entradas aceitaveis, e para as outras ndo: talvez ele fica num loop in-
finito; ou ele faz a maquina explodir; ou simplesmente ndo termina com uma saida—né&o
importa o porqué. Definimos entdo o conceito de fun¢do parcial, que é exatamente isso:
fungbes que para certas entradas aceitaveis delas, possivelmente divergem.

D9.213. Definicdo. Sejam A, B conjuntos. Chamamos a f uma fungdo parcial de A
para B sse:

para todo z € A, se f(z) é definido, entéo f(x) € B.
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Nesse caso, chamamos dominio de convergéncia o conjunto
. def , .
domain f = {x € A | f(z) é definido }

e codominio o B mesmo. Preferimos usar os sinénimos source e target para o A e B
para néo ter o conflito entre dominio e dominio de convergéncia, escrevendo src f e tgt f
respectivamente.

Naturalmente ndo podemos usar o simbolo fz em expressdes matematicas quando
0 z ¢ domain f, ji que fz é indefinido nesse caso. Mesmo assim, abrimos uma excegéo,

introduzindo a notagéo
def

fzt < z€A & z ¢ domain f
que lemos assim: f diverge no x. Dizemos que f converge no z, e escrevemos f z | quando
x € domain f.
Escrevemos f: A — B para «f é uma fungédo parcial de A para B». Naturalmente
denotamos o conjunto de todas as fung¢oes parciais de A para B por

(A=B)E{f| f:A—~B}.

EXERCICIO x9.98.
Se A, B sao finitos, qual a cardinalidade do (A — B)? (x9.98H12)

9.214. Observagao. Com essas defini¢des cada fungéo total é uma funcio parcial. Es-
crevemos esse «totaly» quando queremos enfatizar, mas normalmente «funcdo» sem o
adjectivo «parcial» significa «fungéo totaly. Claramente, quando trabalhamos principal-
mente com funcdes parciais, seguimos a convencéo oposta.

EXERCICIO x9.99.
f

. g . .
Sejam A B —— (. Como definarias a composigao go f7 (x9.99H0)

9.215. Observagao (Condigdes). Encontramos entdo aqui o que acontece se apagar
a primeira das condigdes 9.11:

(1) totatidade;

(2) determinabilidade.

e ficar s6 com a (2). No Problema I19.19 implementaras func¢des néo-deterministicas,
onde apagamos a (2), ficando apenas com a totalidade. E se apagar as duas? Esse con-
ceito podemos facilmente implementar assim que conhecer melhor relagoes (Capitulo 10).

§219. Fixpoints

D9.216. Definicao (Fixpoint). Seja f: A — A um endomapa num conjunto A. Cha-
mamos fixpoint da f qualquer z € A tal que f(xz) = z. Com palavras de rua,

0
z € um fixpoint de f & f deixa z em paz.
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e EXEMPLO 9.217.
Para qualquer conjunto A, todos os seus membros sdo pontos fixos da id 4.

e NAOEXEMPLO 9.218.
No outro extremo, nem a sucec : N — N possui fixpoints, nem a mother : Person — Person—o0
que seria um fixpoint da mother?

e EXEMPLO 9.219 (trigonometria).
0 é um fixpoint da sin—tem outros? E a cos?

e EXEMPLO 9.220.
A square = Az. 2% : Z — Z possui dois fixpoints: 0 0 e o 1.

9.221. Observagao. Olhando para o diagrama interno dum endomapa (9.39) os fix-

points sdo os “redemoinhos” G

» EXERCICIO x9.100.
Seja d € N. Defina uma funcgéo f: N — N com exatamente d fixpoints. (x9.100H1)

9.222. Teaser. OK, eu sei: parece estranho dedicar uma secgao s6 pra isso. Mas os fix-
points vao fazer um papel importantissimo depois, e queria destaca-los desde ja. (Men-
tira: ndo um. Muitos!)

LKCJBJOM Adicionar refs para seccbes especificas

§220. Defini¢goes recursivas

J& encontramos varias definigdes recursivas. Agora vamos analizar com que precisamos
tomar cuidado para garantir que nossas “fungdes” realmente sao fun¢des bem-definidas.
Vamos comegar lembrando como exemplo duas fungées recursivas famosas demais.

e EXEMPLO 9.223.
Sejam a : N — N definida pelas
a(0) =1
a(n) =n-a(n—1), paratodo n > 0;

e b: N — N definida pelas

b(0)

b(1)
b(n) =b(n—1)+b(n—2), paratodon > 1.

1
1

Muitas vezes deixamos as frases “para todo n > 0” como implicitas pelo contexto—mas
entenda que elas precisam estar 14, e estdo 14 mesmo quando escolhemos omiti-las.



410 Capitulo 9: Fungoes

Agora, assuma que tu aceita ambas as a,b : N — N do exemplo assima como funcoes
bem-definidas, e continue lendo.

9.224. Recursao mutual. Podemos definir duas ou mais fungoes, cada uma chamando
recursivamente outras, tomando certos cuidados como sempre para garantir que real-
mente todas as fungdes vao ser definidas mesmo para todas as entradas aceitas pelos
dominios delas.

EXEMPLO 9.225.
Vamos definir as fung¢des even, odd : N — {0,1} pelas

even(0) =1 odd(0) =0
even(n + 1) = odd(n) odd(n + 1) = even(n)

Calculamos, por exemplo:

0dd(3) = even(2) = odd(1) = even(0) =1

9.226. Recursao segura. Na maioria das vezes que definimos funcées recursivamente
existe “algo”—muitas vezes esse “algo” é o proprio argumento da func¢do (como no Exem-
plo 9.223) mas ndo sempre—que com cada “chamada recursiva” da fungao fica menor e
menor, até cair num valor que garanta uma “saida da recursao”. (Essa descripgéo é bem
vaga sim.)

EXEMPLO 9.227.
Seja p: N — N a funcéo definida pela:

log,(z), se x € uma poténcia de 2;
p(z) = 5
p(z +1), se nao.

Aqui nas chamadas recursivas néo é o proprio argumento que é “cada vez menor’—pelo
contrario: as chamadas recursivas estdo sendo cada vez com argumento maior! Mesmo
assim, a recursio “‘sempre termina’, e a f realmente é bem-definida. Calculamos como
exemplo uns valores:

EXERCICIO x9.101.
Ache um “algo” que fica cada vez menor com cada chamada recursiva da p do Exem-
plO 9.227. (x9.101H1)

9.228. Recursao perigosa. Nao é cada equacao recursiva que realmente defina uma
fungdo! Vamos ver agora uns exemplos que mostram exatamente isso.



220. Definicoes recursivas 411
§ ¢

EXEMPLO 9.229.
Seja f: N — N a funcao definida pela

f(n) = f(n), para todon e N.

E o6bvio que isso nao determina uma fungao. Mas por qué?

EXEMPLO 9.230.
Seja g : N — N a fungéo definida pela

(n)+1, paratodon > 0.

)
—
S
~—
I
<

Isso também nao determina uma funcao. Por qué?

EXEMPLO 9.231.
Seja h: N — N a fungio definida pela

h(n) = h(n+1), paratodoneN.

Isso também nao determina uma funcdo—mas por qué?

EXERCICIO x9.102.
As perguntas sobre as f, g, h acima néo foram rhetoricas! (x9.102110)

EXEMPLO 9.232.
Considere a fungéo k : N — N definida pela recurséao

k(0) = 1
k(1) =1
k(n) = { k(n/2),  sen é poténcia de 2

k(n+1), caso contrario (para todo n > 1).

Aceitaria isso como uma definigdo duma fungéo k: N — N?

EXEMPLO 9.233.
Considere a funcéo d: N — N definida pela recursao

d(0) = 1
(1) =1
) — {d(n/2), se n é poténcia de 2

d(n) = d(n+3), caso contrario

(para todo n > 1).
Aceitaria isso como uma definigdo duma fungéo d : N — N7

EXERCICIO x9.103.
Responda nas perguntas dos exemplos acima (9.232 e 9.233). (x0.103H0)
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EXERCICIO x9.104.
Usando as k,d : N — N dos exemplos 9.232 e 9.232 acima calcule os:

k(6); k(9); d(5); d(11); d(6).

(Confira teus resultados com minha dica e minha resolugao!) (x9.10411)

EXERCICIO x9.105.
Qual é a fungao k do Exemplo 9.2327 (Tu deves saber um nome dela bem simples.)  (x0.10510)

EXEMPLO 9.234.
Considere a fungéo c: Nat — Nat definida pela recursao

c(0)=1
e(l)=1
o(n) = c(n/2), se n é par (para n > 1)
" 1 e(3n+1), caso contrario P '
E a mesma pergunta: aceita?
EXERCICIO x9.106.
Calcule os valores ¢(8),¢(3),¢(7) da fungéo ¢ acima. (x9.106H0)

9.235. O que ta acontecendo?. Ja deve ser claro que apenas escrevendo umas equa-
¢oes que envolvem a funcéo que queremos definir ndo é uma maneira segura que garanta
que realmente nossas equacgdes determinam (definam) uma funcdo. Umas vezes deu
certo, outras ndo. Mas em todos os casos, a “defini¢do” da fungéo foi apenas uma lista de
equagoes.5” Estamos procurando entender melhor essa situagdo: um cara chega com um
um bocado de equagdes como uma suposta defini¢io recursiva duma fungéo, e a gente da
uma olhada nelas, e aceita isso como definicio mesmo; outro cara chega com o mesmo
tipo de coisa (um bocado de equagoes) e no caso dele a gente falou “desculpa mas isso
néo serve como definigdo de funcao”. O que ta acontecendo?

9.236. Lembra da “matematica” na escola?. Lembra os sistemas de equacdes em
um ou mais incégnitos que tu precisava resolver estudando matemaética basica?%® Por
exemplo, um exercicio pode pedir para o aluno: resolva o sistema seguinte nos reais
(z €R):

z? = 64
10+22 =242
O aluno vai responder que
«o sistema tem uma resolugao tnica: z = —8»

e vai ganhar um biscoito. Esses sistemas sfo mais comuns em espagos de dimencoes
superiores (R%, R", C", etc.). Mas no final das contas, qual é o objectivo? O que significa
resolver um sistema deles? Bem, significa dar uma das seguintes respostas:

67 Foi mesmo? Nao exatamente: mas deixe isso para depois (Observagdo 9.240).
68 Presumo aqui que o leitor j& teve contato com esse tipo de exercicios desde crianca; mas caso contréario,
espero que a conversa vai continuar fazendo sentido.
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(i) O sistema é impossivel;
(ii) O sistema ¢é possivel e indeterminado;
(iii) O sistema ¢é possivel e determinado;

e nos dois ultimos casos, queremos descrever todas as resolugdes se for indeterminado,
ou achar sua tnica resolugao caso que é determinado. Uns sistemas no R? por exemplo
S&0 o0s:

x2 2= = z? T = z =y
(A){ +yy—;9: (B){z—y++l8 (C){3x—6y=§y+1 (D){y—zin(x).

Aqui o aluno deu umas respostas interessantes. (A) O sistema é possivel mas indeter-
minado: tem duas resolugdes: (z,y) = (v3/2,1/2) e (z,y) = (1/2,v3/2). (B) O sistema é
impossivel: nenhum par (z,y) € R? satisfaz ambas as equagdes. (C) O sistema é possivel
mas indeterminado: todos os membros do conjunto { (¢,2t +1) € R? | t € R } satisfazem o
sistema (e tem pelo menos dois membros nesse conjunto—na verdade tem uma infinidade
deles). (D) O sistema é possivel e determinado: tem resolugao tnica, o (z,y) = (0,0).

9.237. Observacao. O fato que um sistema tem uma infinidade de resolugdes, nao
significa que todos os possiveis candidatos sdo resolugoes. Por exemplo o sistema (3)
acima tem uma infinidade de resolugdes, mas nao sdo todos os membros do R? que
servem: considere o (z,y) := (1,1) por exemplo.

9.238. Defini¢oes recursivas como sistemas para resolver. O que isso tem a ver
com as defini¢bes recursivas? No primeiro sistema acima estamos procurando nidmeros
reais, ou seja, estamos procurando determinar o incognito x € R que consegue satisfazer
todas as suas equagoes.

2? = 64
100+22x=2+=x

Podemos pensar entdo que todos os reais sdo candidatos consideraveis aqui, e nosso
trabalho é achar quem serve para o sistema (se é possivel) e quem néo. Testando ent&o
para o x := 8 temos:

22 =64 82 = 64
el
10+2-2=2+2 10+2-8=2+8

e assim percebemos que o 8 ndo serve pois tem pelo menos uma equagio que ele nao
satisfaz. E a situagio ¢ similar resolvendo sistemas com incognitos membros de R? ou
C", etc., onde procuramos um par de nimeros reais no primeiro caso, ou n nuimeros
complexos no segundo, etc. Testamos entdo o (v/2,0) nos sistemas

2?24+t =1 y=a2>+38 r=2y+1 =y
AT B){ " c{ D{ '
( ){ y=2x ( ){m:y—i—l () 3r— 6y =3 (D) y = sin(z).

etc., etc.

Agora te convido olhar para todas as defini¢cbes recursivas que a gente encontrou
aqui com uma maneira similar: como sistemas, onde agora o incdgnito ndo € um numero
real mas uma fun¢io no (N — N).
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EXEMPLO 9.239.
Considere o sistema que usamos para definir a fungdo b do Exemplo 9.223.

b(0) =0
b(1) =1
b(n) =b(n —1)+b(n—2), para todon > 1.

Agora o incognito é uma fungio b : N — N. Vamos testar uns candidatos consideraveis:
tome b := idy:

idn(0) = 0 0=0
idy(1) =1 = (1=1
idy(n) = idy(n — 1) + idy(n — 2) n=(Mm-1)+(n—2), paratodon > 1.

Legal! As duas primeiras linhas do sistema s&o satisfeitas. Para a terceira, testando
com o n := 3 da certo, pois realmente 3 = 2 + 1 mas é muito facil perceber que essa
igualdade nao é satisfeita em geral. Tome n := 4 e ja temos problema, pois 4 #3+2. O
candidato idy entdo néo satisfaz o sistema. Proximo! Vamos tentar com b := succ, essa
vez divulgando a notagdo mais econdmica, sem parenteses:

succ0 =0 1=0
succl =1 — 2=1
sucen = suce (n — 1) + suce (n — 2) n+1l=n+(n-1), paratodon>1.

Fuen-fuen-fuen! Bem, entdo nem a idy nem a succ satisfazem esse sistema.

9.240. Observacao. No Nota 9.235 afirmei que cada suposta definicdo de funcao foi
“apenas uma lista de equagdes”. Sao realmente listas de equa¢des? Umas dessas afirma-
¢Oes nao sio equacdes ndo; pois em vez de ter a forma “__ = _ 7 elas tém a forma
“Vn ”. Ou seja, correspondem em proposi¢des universais (quantificadas universal-
mente) e ndo em proposigdes (atomicas) de equagdes. Mas néo seria errado considerar
que essas sao listas de equagdes sim, com o acordo que...sdo listas infinitas! Pois sim,
podemos ver cada uma dessas como um esquema de equagdes que fornece uma equacao
para cada escolha de n € N.

9.241. Quando um sistema serve para definir. Quando um sistema cujos incégni-
tos sdo numeros tem resolugéo tnica isso quis dizer que o sistema determina um certo
ntimero. Ou seja, podemos usar o proprio sistema para definir um nidmero real como a
resolucdo dele. Por exemplo, escrevemos «seja r € R a resolucdo do sistema tal», etc.
Observe o artigo definido! Por outro lado, se o sistema tem varias resolugdes, ndo pode
servir como defini¢cdo; mas pelo menos sabendo que o conjunto das suas resolugdes nao
¢é vazio podemos escrever, por exemplo, «seja t € R uma resolucido do sistema taly. E
nada muda com sistemas cujos incognitos sdo fun¢des! E por que mudaria? No final das
contas é a existéncia e unicidade de algo que nos permite defini-lo!

Voltamos agora para o sistema que usamos para definir as fungdes a,b do Exemplo 9.223.

? Q9.242. Questao. Tu conhece alguma funcio que satisfaz o sistema da a? Alguma que
satisfaz o sistema da b7
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Resposta comum. Possivelmente o leitor respondeu
«Sim: o factorial para o primeiro, e a funcéo fibonacci para o segundo.»

ou algo similar. S6 que: eu esqueci quais sdo essas func¢oes. Pode lembrar pra mim,
por exemplo, qual é essa fungéo “fibonacci” que tu ta afirmando que é uma resolugéo do
sistema da b?

«Claro. Vou escrever esse poeminho magico para dar a sua definigdo:»

D9.243. Definicao. Seja fib: N — N definida pelas

fib0=0
(FIB) ¢ fib1=1
fibn=fib(n—1)+ fib(n—2), paratodon > 1.

7 Q9.244. Questao. Tem problema?

Resposta. Usamos a propria coisa que queremos definir (a fungéo fibonacci) para justi-
ficar sua propria definigdo (ou seja, para argumentar que o sistema (FIB) tem resolugéo
unica)! (E sobre o factorial seria a mesma coisa.) Como a fib foi definida pelas equagoes
recursivas do (FIB), sua defini¢io depende da existéncia e unicidade da resolug¢io do
sistema, entdo nao podemos usé-la antes de demonstrar isso!

9.245. Infelizmente, caro Fibonacci, ndo estamos prontos neste momento para demons-
trar que esse sistema tem pelo menos uma resolugao!®® Atras desse fato fica o poderoso
Teorema de Recursdo ©16.92. Mas pelo menos deve ser facil demonstrar que tem no
mdzimo uma resolucio:

69 Mas calma, daqui uns capitulos estaremos!
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EXERCICIO x9.107.
Demonstre que se o sistema (FIB) da Defini¢ao D9.243 tem resolugéo, entao ela é tnica. (xo.10711234)

EXERCICIO x9.108.

Com esse novo ponto de vista, para cada uma das supostas defini¢cées das fungoes f, g, h :
N — N (dos exemplos 9.229, 9.230, e 9.231) responda na pergunta: por que nao deu
certo?

W) {F(n) = F(n) @ { 9(0) = (3) (h(n) = h(n + 1)

1
g(n)+1

2
3
S~—
I

Foi porque o sistema nao tem resolugdes? Ou porque tem vérias? Tem infinitas? Tem
todas? (x9.108H0)

EXERCICIO x9.109.
Quais séo exatamente as fungdes que satisfazem a “defini¢ao” da h acima? (x9.10011)

EXERCICIO x9.110.
Qual o problema com a defini¢do da funcéo ¢ do Exemplo 9.2347 (x9.110H 1)

Deixamos esse assunto por enquanto (até o Capitulo 4), supondo que temos ja um en-
tendimento de como definigdes recursivas funcionam.

Intervalo de problemas

PROBLEMA I19.18 (Implementagao: fungdes parciais).
Pense numa maneira de implementar o tipo das fung¢des parciais (Sec¢ao §218) usando
conceitos (tipos) que encontramos até agora: conjuntos, tuplas, seqiiéncias, familias
indexadas, fungoes, etc.

Para implementar um conceito ndo basta apenas definir o que sdo os objetos desse
tipo em termos de j& conhecidos. Precisamos implementar também a interface desejada,
em termos de operagoes e relacées que ja temos em nossa disposicao. (TM9.18H123)

PROBLEMA I19.19 (Implementagao: fungées ndo-deterministicas).
Na Secgao §218 definimos um conceito mais geral de “funcao™ as funcdes parciais, onde
apagamos a primeira das condi¢tes 9.11:

(1) totatidade;

(2) determinabilidade.
Neste problema, encontramos fun¢des ndo-deterministicas, ou seja, “fungdes”’ que néo
respeitam necessariamente a determinabilidade; apenas a totalidade. Ou seja, agora
apagamos a outra condicgéo:

(1) totalidade;
(2) determinabitidade.

O objectivo desse problema é implementar o tipo de fun¢do ndao-deterministica.
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Como definarias a composi¢io g - f de duas fung¢des nado-deterministicas? Use a
notacdo f: A ~ B para «f é uma fun¢io ndo-deterministica de A para B». Que mais tu
poderias fazer para tua implementagdo ser uma implementacgéo boa? (T19.19H0)

PROBLEMA I19.20.
Tem como mudar o Z do Exemplo 9.220 para outro conjunto X de numeros, tal que tua
square : X — X terd mais que dois fixpoints? (119.20H123)

PROBLEMA I19.21.
Seja f: A — A. Demonstre a afirmacgao:

z € um fixpoint da f <= para todo n € N, z é um fixpoint da f".

(I19.21H1)

PROBLEMA I19.22.
Seja FF C (A — A) e seja a € A. Demonstre ou refute a afirmagao:

P opd
a € um fixpoint de toda f € F < para todo d €Netoda fer
a é¢ um fixpoint da fy 0 foo---o fy.

Como isso se compara com o Problema 119.217 (119.22H0)

PROBLEMA I19.23.
Seja f: A— A, e seja F o conjunto de todos os fixpoints da f.

F={xe€eA| z éum fixpoint da f}
Quais das igualdades seguintes podemos concluir?:
fIF]=F falF]=F

Demonstre aquelas que sim; mostre um contraexemplo daquelas que ndo, mas verifique
se alguma das duas inclusoes (C) ou (D) ¢é valida. O que muda se f ¢ injetora? (119.23H0)

§221. Uma viagem épica

9.246. Algo irritante?. Seria bom desenvolver um certo “TOC” matematico: ganhar
certas frescuras matemaéticas tuteis, e sentir matematicamente irritados quando sentir
algo bizarro. E algo bizarro ja aconteceu recentemente: t& bem ali na Definicdo D9.44
de injetora e sobrejetora:

f injetora <L (Ve e A) (Ve A)[fa=fy = z=y];
f sobrejetora < (Vb e B) (Ja € A)[f a =b).

Consegues ver algo irritante?
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Injectividade e sobrejectividade tém cara de conceitos que deveriam ser intimamente
relacionados. Simétricos, duais, espelhados, sei 14 o que, algo que com certeza nao parece
olhando para suas defini¢des! A primeira comeca com dois quantificadores do mesmo
tipo, universais, ambos no dominio, e acaba com uma implicacdo; a segunda comeca
com dois quantificadores de tipos diferentes: um existencial, agora no codominio, o outro
universal no dominio, e acaba com uma igualdade! Nada a ver, pelo jeito!™ Isso deveria
te dar pelo menos uns arrepeios; e no pior—melhor?—dos casos te deixar acordado até
encontrar definigdes desses dois conceitos que realmente sdo intimamente relacionadas.
Agora calma—vpodes dormir tranqiiilamente—pois vamos chegar nessa satisfaccao logo.

9.247. Bora viajar. Comecamos na Secgdo §214 procurar conexdes entre a composicao
e a multiplicacio e realmente achamos muitas similaridades e essa influéncia ja se tornou
muito util. Vamos comecar dando uma olhada novamente numa propriedade de fungoes,
a injectividade. Pela sua defini¢do, f é injetora exatamente quando

para todo z,y, fz=fy = xz=y.
Isso até parece pouco com cancelamento:
fr=fy = z=uy.

Queremos investigar se e quando podemos cancelar uma funcdo quando operada com
composicoes:

0
fog=foh = g=h

€ como nossa operacao ja sabemos que ndo é comutativa precisamos tratar essa questoes
similares separadamente:

?
gof=hof = g=h

7
gof=foh = g=h.

Vamos voltar no
fo=fy = xz=y

mas agora vamos fingir que os f,z,y sdo nimeros reais! E logo as expressoes fz e fy
denotam apenas os produtos f-z e f-y. Bem. O que podemos concluir sabendo que

fe=[fy?
Caso f # 0, podemos cancela-lo:
fe=fy
chegando assim na
Tr=1y.

70 Existe uma justificativa muito boa sobre isso: na propria idéia do que é uma fungao, nao tratamos
seu dominio e seu codominio numa maneira parecida: a fungao foi “total no seu dominio” mas néao no seu
codominio, e foi “univoca”, ou seja, do mesmo ponto do seu dominio ndo podem sair duas setinhas (barradas),
mas estamos de boas se nuns pontos do seu codominio chegam mais que uma setinhas. Esquega esse ponto
de vista para viajar comigo aqui; prometo que no Capitulo 10 tu pode voltar a repensar nesse assunto.
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Caso f =0, a f ndo é cancelavel.”™

Parece otimo: exatamente o tipo da coisa que estamos procurando! Serd que po-
demos ja trazer essa sabedoria da (-) nos niimeros para a o nas funges? O que seria
nosso “zero” nas fungées? Uma resposta boba seria «a fungdo constante 0». Com cer-
teza para fungdes numéricas a funcio constante kg = Azr.0 ndo é nada de cancelavel.
(Veja Exercicio x9.111.) Por que boba ent&o? Pois dizendo isso ja perdemos a generali-
dade: queremos algo descrevivel para qualquer funcdo e ndo algo que serve apenas para
fungdes cujos codominios tem o 0 como membro. Mas perai. Talvez ndo é o “ser zero”
que é importante nesse ponto de cancelamento! Realmente: por que esse «se f # 0»
acima? «F que se f =0 entdo f nao € canceldvel.» Mas essa resposta nao é exatamente
iluminante. O que nos permite cancelar nimeros na multiplicagdo? Vamos tentar algo
mais cuidadoso e formal:™

fr=fy = ffz)=f"(fy) (multiplicando por f1)
= (fhHr=("" )y (pela associatividade da (-))
= loz =1y (pela def. da f=1)
= z=y. (pela def. de 1)

O tnico passo duvidoso seria o primeiro: como sabemos que existe esse inverso? Ndo
sabemos. Entéo talvez é isso que estamos procurando! Talvez

. ? , )
f tem inversa <= f é cancelavel!

Para demonstrar essa afirmacao precisamos saber o que “cancelével” significa formalmente
aqui. Qual das trés implicagGes que consideramos acima vamos escolher?:

ng:th —— g:h
f é cancelavel < ( gof=hof = g=nh
gof=foh = g=h.

A (-) nos numeros, sendo uma operagio comutativa, ndo consegue diferenciar entre essas
afirmacoes. Ou seja, por causa da riquesa das leis que temos na multiplicagio nos
nimeros, certas distingdes desaparecem, “se desabam”™—algo que podemos pensar como
pobresa também! E vice versa: com menos leis ganhamos mais distingdes—riquesa! No
mundo dos reais, um certo z ou tem inverso ou nao. De qual lado inverso? Nao faz sentido
perguntar isso nos niimeros pois o lado nao importa. Quando importa, ndo vamos falar
apenas sobre “inverso” mas sim sobre inverso esquerdo e inverso direito. Similarmente,
nos numeros s6 tem uma 1 para considerar; nas fungdes, cada conjunto A chega com
sua propria 14! O mundo das fungdes € suficientemente rico para enxergar essas no¢oes
inenzergdveis no mundo dos nimeros!

EXERCICIO x9.111.
Demonstre que a fungio constante ko : R — R em geral ndo é cancelavel nem pela direita
nem pela esquerda. (x9.11110)

L Por que n&o? Se tu aprendeu numa maneira religiosa algum poeminha do tipo “ndo cancelaras 0 nas
multiplica¢bes”, esquega; ninguém se importa com que teu padre falou. A gente vai voltar nessa questao
mais tarde (Capitulo 12 (§262); Capitulo 6).

72 Mesmo sendo cedo neste momento para essa abordagem creio que o leitor vai conseguir acompanhar
a idéia. Estudando algebra abstrata nos capitulos 11 e 12 tudo isso vai aparecer bem tranqiiilo e natural.
Prometo.
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9.248. Olhe de novo na implicagdo que tem na defini¢do da injetora:
(L-canc) fe=fy = x=y.

Ela lembra muito do que acabamos de demonstrar, mas nosso objectivo foi investigar
a composigdo o usando a multiplicagdo (-). Quando escrevi a (L-canc) em nameros, a
justaposicao denotou a () mesmo; mas na defini¢do da injetora que temos, a justaposi¢ao
nio denota a o, mas a evall Entdo vamos ver o que acontece se mudar para a o, obviamente
tomando cuidado para usar objetos dos certos tipos:
?
fog=foh = g=h

que escrevemos por justaposicdo sem confusio:

?
fg=rfh = g=h

Vamos tentar imitar a demonstragéo anterior:

fog=rfh = f'(fg)=f"'(fh) (77)
= (T Ng="Hh  ((F-Ass))
= 19 =14h ((F-Inv))
= g=~h ((F-1d))

O que precisamos no ‘?7’ acima?

9.249. Uma resposta “de preguica’ seria “preciso f bijetora”. Claro que isso é suficiente,
mas é necessdrio também? Comegamos pensando que “f injetora” é algo que corresponde
nesse cancelamento ai, entdo serd que basta s6 isso? Mas parece que precisei a existéncia
de f~1, ou seja, precisamos que f seja invertivel. Ou ndo? Lembre que o inverso f~! de
f € um objeto que satisfaz ambas as

(LInv) U =14; fft=1p (RInv)

mas, olhando de novo para nosso caminho, a gente precisou apenas a (LInv). Entdo néo
necessitamos mesmo que f tem um inverso f~!; basta ter um inverso-esquerdo /1, ea
demonstragéo rola:

fog=rfh = f1,(fg)=f1,(fh)  (
= (f1,f)g = (f,H)h ((F-Ass))
= 1a9=14h ((F-LInv))
= g=nh. ((F-1d))

Ja temos descoberto umas idéias interessantes: L-cancelavel e L-invertivel, e obviamente
temos as nogoes laterais de R-cancelavel e R-invertivel.

f é L-invertivel)
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Influenciados por toda essa viagem, podemos chegar nuns resultados muito importantes
e interessantes sobre as “jectividades” (‘in-’ e ‘sobre-’); as invertibilidades laterais; e as
cancelabilidades laterais das funcoes.

? Q9.250. Questao. Quais resultados tu acha que vamos demonstrar? Consegues demonstra-|| | | I
los?

Resposta. Um chute bom é o seguinte:

? ?
def 2 . . . ! « .
f mono <= f L-cancelavel <= f L-invertivel <= f injetora

e . ? . . ? .
f epi £ ¢ R-cancelavel <= f R-invertivel <= f sobrejetora.

E sim, tem esses nomes chique mesmo.

D9.251. Defini¢do (mono, epi). Seja f: A — B. Dizemos que f é uma fun¢do monica
(ou simplesmente que f é uma mono) sse f é o-cancelavel pela esquerda. Dizemos que f
é uma funcéo épica (ou simplesmente que f é uma epi) sse f é o-cancelavel pela direita.

Bora investigar entéo!

f
©9.252. Teorema. Sejam B —— C. A f é injetora sse ela é o-cancelavel pela es-
querda:

fog=foh = g=h
para todas as g, h tais que as composi¢oes acima sdo definidas.

EsBOGO. A diregao (=) é o Exercicio x9.112. Para a diregao (<), tome b,V € B tais que
f(b) = f(v'). Basta demonstrar que b =b'. Tome A := {0} e defina g, h no diagrama

{0}#;3%0

em tal maneira que o diagrama comuta (tem que definir mesmo as g, h). Usamos agora
a hipétese para concluir que b ="b'. [ (©9.252P)

EXERCICIO x9.112.
Demonstre a diregdo (=) do Teorema ©9.252. (x9.112H0)
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f
©9.253. Teorema. Sejam B —— C. A f é sobrejetora sse ela é o-canceldvel pela
direita:

gof=hof = g=h

para todas as g, h tais que as composi¢oes acima sdo definidas. Digamos entdo que f é
o-cancelavel pela direita.

EsBogo. A dire¢do (=) é o Exercicio x9.113. Para a direcdo (<), tomamos ¢ € C e
procuramos achar b € B tal que f(b) = c¢. Defina o D (cuidado: aqui ndo ajuda tomar
D = {0}) e as g, h no diagrama

B%Ci;D
h

em tal maneira que g # h, mas mesmo assim concordam em todo o C exceto no ponto c.
Usando a contrapositiva da hipétese ganhamos go f # ho f, mas isso s6 pode acontecer
se a f mandou pelo menos um ponto do dominio dela para o c. [l

EXERCICIO x9.113.
Demonstre a diregao (=) do Teorema ©9.253.

EXERCICIO x9.114 (Mono e epi com diagramas comutativos).
Descreva as propriedades das definigdes de mono e epi (D9.251) usando diagramas co-
mutativos.

D9.254. Defini¢ao (conjuntos isémorfos). Sejam A, B conjuntos. Chamamos os
A, B conjuntos isémorfos (ou isomoérficos) sse existe bijecgdo f : A —» B. Nesse caso
chamamos a f um isomorfismo de conjuntos. Escrevemos A = B, e também f: A~ B

ou f:A —=.B para denotar que f é um isomorfismo do conjunto A para o conjunto B.

9.255. Observacgao (etimologia). As palavras vém do grego (0o que significa “igual”
e poppn que significa “forma”. Isémorfos entao séo aqueles que tém a mesma forma; “a
mesma cara”. Mas o que significa forma, cara? Depende do contexto! Aqui nos conjuntos,
podemos pensar que A & B quis dizer que os A e B s6 podem variar nos nomes usados
para seus membros e em nada mais: um isomorfismo seria um renomeamento, uma
traducdo fiel de A para B. Podemos considerar entdo o B como uma cdpia do A onde
apenas re-rotuldmos seus membros. Comegando no Capitulo 11 vamos estudar tipos de
coisas onde sua forma é bem mais rica que isso, e la “isémorfos” vai acabar sendo uma
nog¢éo bem mais forte.

Ja tivemos definido os conceitos de inversa e de identidade antes de fazer essa viagem que
fizemos aqui. Mas com essa experiéncia podemos voltar e repensar em mais motivacoes e
influéncias para chegar nesses conceitos, e mais idéias para demonstrar nossos teoremas.
Pode viajar & vontade! Gragas a tudo isso, ja podemos dormir tranqiiilamente pois
encontramos finalmente umas defini¢gdes para satisfazer nossas frescuras.

(©9.253P)

(x9.113H0)

(x9.114H0)
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§222. Retracgoes e secgoes

D9.256. Definigao (Retracgdes, secgdes). Seja f: A — B. Se r: B — A satisfaz a
rof=idy

dizemos que r é uma retrac¢do ou uma o-inversa esquerda da f. Se s: B — A satisfaz a
fos=idp

dizemos que s é uma sec¢do ou uma o-inversa direita da f. Observe que no primeiro

caso, f é uma seccio da r; e no segundo caso f é uma retraccao da s.

Ganhamos imediatamente dois coroléarios faceis dos teoremas ©9.252-09.253:

9.257. Corolario. Se f: A — B tem retracg¢io, entdo f é injetora.

DEMONSTRAGAO. Seja r uma retracgdo da f. Temos
fog=foh = rofog=rofoh = idgog=idgyoh = g=nh

e logo f é injetora pelo Teorema ©9.252. |

9.258. Corolario. Se f: A — B tem seccdo, entdo f é sobrejetora.
DEMONSTRAGAO. Seja s uma secgdo da f. Temos
gof=hof = gofos=hofos = goidg=hoidg = g=nh

e logo f é sobrejetora pelo Teorema ©9.253. i

» EXERCICIO x9.115.
Demonstre o Corolario 9.257 elementariamente (sem o ©9.252). (x0.115H0)

» EXERCICIO x9.116.
Demonstre o Corolario 9.258 elementariamente (sem o ©9.253). (x9.116H0)

LECIBJOl Como chegar na definicdo alternativa
» EXERCICIO x9.117.
O que mais falta demonstrar? Apenas enuncie o que é, sem demonstrar. (x0.117H1)

©9.259. Teorema (Basta uma lei: agora sem pontos). Seja f: A — B. Se uma
f': B — A satisfaz pelo menos uma das duas leis da inversa (Nota 9.191), entéo f' = f~*.

DEMONSTRAGAO. Caso que f’ satisfaz a (L):

f'=foidp (lei da idp)
=fo(fof™ (R) da 1)
=(f'of)oft (assoc.)
=idgo f! (L) da f")
=fL (lei da id,)



424 Capitulo 9: Fungoes

E caso que f’ satisfaz a (R):

fl=idso f’ (lei da id4)
=(ftof)of (L) da f71)
=fto(fof) (assoc.)
= floidp ((R) da f")
=f (lei da idg)

» EXERCICIO x9.118.
Seja f: A — Btal quer,s: A < B sao retraccéo e seccao da f respectivamente. Podemos
concluir a afirmacao seguinte?:

f & bijetora & r=f1l=s.

Se sim, demonstre; se néo, refute. <9.118H1)

§223. Duma resolugdo para um problema para uma teoria

9.260. Duma resolucao para o problema. Aqui o produto cartesiano A x B que
chega junto com suas projecgoes outl: A x B— A e outr: A x B— B:

A
outl

4
S

Esse bicho junto com suas duas setinhas, (outl, A x B, outr) tem uma propriedade muito
interessante: para cada impostor (fi, F, f2):

A x

B

A
4
F
\fz\ O\UN
B
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A partir dessa resolugcdo, vamos descobrir um problema: determine os ? no

A
?
?
\?\
B
tais que para todo (f1, F, f2),
A f A
F = F s

B f2 B

Observe que realmente o (outl, A x B, outr) é uma resolugdo desse problema.

Escrever

§224. Pouco de cats—um primeiro toque de categorias

Podemos finalmente introduzir pouca da linguagem e das idéias principais das categorias
para ter na nossa disposi¢do antes de chegar no Capitulo 15 onde vamos fazer mesmo
nossos primeiros passos na sua teoria. Mas o que é uma categoria?

D9.261. Definigao (categoria). Uma categoria C é composta por duas colec¢oes de
coisas:

e Obj(C): os objetos da C, que denotamos por A, B,C,...;
e Arr(C): as setas da C, que denotamos por f,g,h,...;

tais que:

(i)

(i)
(iii)

Para toda seta f do Arr(C), sdo determinados dois objetos: o source da f e o
target da f, denotados por src f e tgt f respectivamente. Escrevemos f : A — B
para afirmar que f é uma seta, e que srccf = A e tgtf = B. Denotamos por
Hom(A, B) a colecgao de todas as setas de A para B.

Para cada objeto A da C é determinada uma seta 74 : A — A chamada a identidade
do A.

Dados objetos A, B,C e setas A L) B —Y 4 ¢ & determinada uma seta gof:
A — C chamada a composi¢do da g com f (ou “g de f”; ou “g seguindo f”) que
freqiientemente denotamos por gf ou f;g. Ou seja, dados quaisquer objetos A, B,C
temos um operador de composigio

oA p—c : Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A4, C).
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Tudo isso é o que temos numa categoria. Mas apenas ter tudo isso néo é suficiente. Essas
coisas todas devem satisfazer as leis de categoria:

f h
(C-Ass) Para todas as setas A B—sC D temos:

(hg)f = h(gf).

f
(C-Unit) Para toda seta A ——— B temos:

fla=f=1gf.

9.262. Observagao. Observe que a Definigao D9.261 esta nos dando operagdes:
Arr (C) $ Obj (C).
g

E também

Obj (C) —4 Arr (C) Hom(B, C) x Hom(A, B) —>— Hom(A4, C)

A 1y (9, f) ° gf

e EXEMPLO 9.263 (conjuntos).
A Set com objetos os conjuntos e setas as func¢des entre conjuntos é uma categoria.

» EXERCICIO x9.119.
Veriﬁque. (x9.119H0)

e EXEMPLO 9.264 (inteiros com ordem).
Denotamos por Int<) a categoria cujos objetos sdo os inteiros e entre dois objetos A, B
existe seta f sse A < B. Observe que o que sdo mesmo as setas néo importa, mas caso
que insista para defini-las podemos considerar a tnica seta de A para B pra ser o par
(A, B).

» EXERCICIO x9.120.
Demonstre que a suposta categoria do Exemplo 9.264 realmente é uma categoria mesmo.
Deixe claro o que precisas demonstrar mesmo; e demonstre. (x0.120H0)

e EXEMPLO 9.265 (inteiros com divide).
Similarmente definimos a Int()): aqui temos seta f: A — B sse A| B.

» EXERCICIO x9.121.
Demonstre que a suposta categoria do Exemplo 9.265 realmente é uma categoria. (x9.121H0)

Queremos trazer o conceito de isomorfismo pra cé, pra ser aplicivel em qualquer cate-
goria. Observe que ndo podemos usé-lo mesmo, pois na Set definimos o isomorfismo pra
ser sinébnimo de bijeccdo. E ndo temos como falar “bijec¢do” no contexto abstrato de
categorias.



§224. Pouco de cats—um primeiro toque de categorias 427

EXERCICIO x9.122.
Por que néao?

Mesmo assim, podemos definir o que significa que uma seta é iso, numa maneira que
acaba sendo equivalente a ser bijectiva quando aplicada na Set:

D9.266. Definicdo (iso). Seja C uma categoria e f: A — B uma das suas setas. Cha-
mamos a f de iso sse f é invertivel:

fiso <5 3 B A)[f'f=14 & ff =15]
Nesse caso chamamos os objetos A, B isémorfos ou isomorficos, algo que denotamos por

A =~ B. Como encontramos na Definicio D9.254, as vezes escrevemos f : A —— B ou
até f: A= B para enfatizar que f é um isomorfismo de A para B.

D9.267. Definicao (iniciais, terminais). Numa categoria C, um objeto S é inicial
sse para todo objeto X, existe tnica seta § —— X. Similarmente, um objeto T é

. . . L. | e A .
terminal sse para todo objeto X, existe tinica seta X —— T. Sin6nimos de terminal:
universal, final, terminador; sinénimos de inicial: couniversal, coterminal, coterminador.
Um objeto inicial e terminal é chamado nulo.

EXERCICIO x9.123.

Todos os objetos nulos duma categoria C sdo isémorfos. Em outras palavras, se C tem

objeto nulo, ele é 1nico a menos de isomorfismos.

EXERCICIO x9.124 (seta zero).
Seja Z um objeto nulo duma categoria C. Dados quaisquer objetos A, B existe uma tnica
seta que passa pelo Z:

ALz ',B

(a composigao das setas acima) onde entendemos que os ! nas setas indicam que essa
seta é a unica seta desse objeto para aquele objeto.

! 9.268. Cuidado. Na literatura as vezes aparece o termo “terminal” para significar tanto

(3%

inicial” quanto “final”. Se o contexto deixa claro qual dos dois é, procure a definicgéo.

EXEMPLO 9.269.

A categoria Set possui iniciais? Terminais? Quais?

RESOLUCAO. Sim e sim. Demonstraste isso no Problema I19.1: @ é seu tnico objeto
inicial; e cada singleton é um terminal.

EXERCICIO x9.125.
A categoria Int<) tem iniciais? Terminais? Se sim, quais sao?

EXERCICIO x9.126.
A Int(|)?

(x9.124H0)

(x9.125H0)

(x9.126HO0)
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D9.270. Defini¢ao (produto). Sejam A, B objetos numa categoria C. Uma tripla
(p1, P,p2) € um produto dos A, B, sse:

p1 P2
e At—— P— B;

. f f . .
e para toda tripla (fi, F, f2) com A VRS N B, existe tnica seta ! que faz o

diagrama
f1 A
7
F dosp
N
fa B
comutar.

Quando as setas sdo débvias usamos apenas o objeto P para representar a tripla (pi, P, p2).

» EXERCICIO x9.127 (o produto é um produto).
Dados conjuntos A, B na Set, demonstre que A x B é um produto. Entenda que literal-
mente o produto ndo é o A x B, mas a tripla (outl, A x B, outr). (x0.127H0)

» EXERCICIO x9.128 (produtos ndo sao tnicos).
Dados conjuntos A4, B na Set, ache um outro conjunto, além do A x B que também é
produto dos A, B. Pode achar mais? (x0.128H0)

» EXERCICIO x9.129 (sdo tnicos a menos de isomorfismo).
Demonstre que em qualquer categoria, dois produtos dos mesmos objetos sdo necessari-
amente isémorfos. (x9.120H0)

9.271. Observagao. Outras maneira para desenhar o diagrama acima sfo as seguintes:

A P1 P P2 B P
1 f2
F A f1 F f2 B

Obviamente é a mesma coisa. Use qualquer delas, ou qualquer outra equivalente.

» EXERCICIO x9.130.
A categoria Int<y do Exemplo 9.264 tem produtos? Se sim, dados dois objetos nela A, B,
qual seria o seu produto A x B? (x9.130T0)

» EXERCICIO x9.131.
A categoria Int()y do Exemplo 9.265 tem produtos? Se sim, dados dois objetos nela A, B,
qual seria o seu produto A x B? (x0.131H0)
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BNOIDION [Escrever

Problemas

» PROBLEMA I19.24.
Sabemos que bijec¢des tem inversa e logo sdo cancelaveis pela esquerda, e também can-
celaveis pela direita. Mas no 9.247 da viagem da §221 encontramos mais uma versao de
cancelavel: “cancelavel stereo”, que—para motivos 6bvios—desconsideramos na discus-
sao. Entao: existe bijeccdo f e fungoes g, h tais que

fog=hof =5 g=h?

Se sim mostre um exemplo; se néo, refute mesmo a afirmacao. (119.24H0)

» PROBLEMA I19.25.
Demonstre que a composigéo respeita injectividade e sobrejectividade num estilo point-
free (Exercicio x9.40). Ou seja, tu vai ter que usar as “versdes point-free” dessas nogoes.

(119.25H0)

» PROBLEMA II9.26.
Descreva a afirmagido «f é constante» numa maneira point-free. (T9.26H 1)

» PROBLEMA II19.27 (Defini¢do: coproduto em categoria).
Defina formalmente o que significa coproduto numa categoria. (119.2710)

» PROBLEMA II19.28 (o coproduto é um coproduto ué).
Demonstre que a unido disjunta AW B que encontramos na Definigdo D9.210, conhecida
por seus amigos algebristas e categoristas como coproduto e denotado por AIIB e A+ B,
merece seu apelido: “ele” realmente é um coproduto dos A, B na Set. Por que o “ele” esté
em aspas? (119.2810)

» PROBLEMA II9.29 (mais coprodutos).
As Int (< e Int() tém coprodutos? Quais sdo? (T19.29T0)

» PROBLEMA I19.30.
Calculando para resolver o Exercicio x9.104 pareceu que o calculo do d(6) n&o ia terminar.
Demonstre que realmente ndo termina. (119.30H1234567)

Leitura complementar

O [Velo6: Cap. 5] defina e trata fungdes como casos especiais de relagoes (veja Capitulo 10),
algo que néo fazemos nesse texto. Muitos livros seguem essa abordagem, entfo o leitor
é conselhado tomar o cuidado necessario enquanto estudando esses assuntos.

Um livro excelente para auto-estudo é o [LS09]. Ndo pule seus exercicios e problemas!



CAPITULO 10

RELACOES

Neste capitulo estudamos entdo mais um t¢po importante para matematica: a rela¢do. Se pen-
samos em fungdes como construtores (ou “apontadores”) de objetos, entdo as relagdes sdo cons-
trutores de afirmagoes. Podemos pensar que uma relagiio é como um verbo, ou um predicado
duma afirmagao. Como no Capitulo 9, nosso objectivo é entender o que sdo as coisas desse tipo
(relagdes) e ndo como defini-las formalmente como objetos mateméaticos—sobre isso, paciéncia
até o Capitulo 16.

§225. Conceito, notacao, igualdade

EXEMPLO 10.1.

Nos ntmeros, estamos bem acostumados com as relacoes de ordem: (<), (>), (<), (>).
Nos inteiros ja estudamos bastante a relagdo binaria de «divide» (— | —) e a relagdo
ternéaria de «congruéncia modulary (— = — (mod —)).

EXEMPLO 10.2.
No nossa vida, conhecemos véarias relacoes também:

Mother(z, y) LY s éamiedey
Parents(z,y,2) <= x e y sdo os pais de z

Love(z,y) L4 7 ama Y.

10.3. Black boxes. Visualizamos uma relagdo R de aridade n como um black box com
n entradas e uma lampada que pisca sim ou nao (como o black box dum conjunto),

dependendo de se os objetos-entradas z1,...,z, sdo relacionados pela R. Nesse caso
dizemos que os w1, ..., z, Satisfazem a R e escrevemos
R(a1,..., )

para denotar isso e, quando R é binaria, em vez de escrever R(z,y) preferimos usar o R
com notacao infixa:
def

z Ry < R(z,y).
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Podemos entao visualizar uma relagdo binaria assim:

a b

sim nao

Como nas fungdes, se suas entradas sdo rotuladas ou ndo é questéo de religido: para o
Conjuntista o black box parece como esse acima, e para o Categorista como este abaixo:

a A B b

sim nao

Ele escreveria R : Rel (A, B) para deixar claro o tipo dessa relagao.
Relagdes podem relacionar tipos diferentes:

EXEMPLO 10.4.
Considere as relagdes seguintes, cujos argumentos nao tém o mesmo tipo.

def
Born(z,w) <= x nasceu no ano w
def .
Author(z,k) <= z escreveu o livro k

Read(z, k) <% = leu o livro k

O primeiro argumento da primeira relagido é uma pessoa mas o segundo é um ano; e as
relacdes Author e Read sdo ambas entre pessoas e livros.

EXEMPLO 10.5 (Igualdades).
Para cada tipo, sua igualdade é uma relagéo, de aridade 2. Nos ntimeros naturais por
exemplo, se n,m € N, n = m é uma afirmagéo:

Vdef"! .
n=m <£> os n e m denotam o mesmo ntmero natural.

Similarmente nos conjuntos: se A, B sdo conjuntos, A = B é a afimagio seguinte:

“def” .
A=B <= o0s A e B denotam o mesmo conjunto.

Etc., etc. Observe que podemos fazer uma aplica¢do parcial, nas relacées como fazemos
nas fungées. Fixando um objeto de nosso tipo, por exemplo o natural 0 € N em qualquer
um dos dois lados da igualdade (vamos fixar na direita nesse exemplo), chegamos numa
relagéo de aridade 1:

— =0
onde ‘ —’ é um buraco e aplicando a relagdo para qualquer z € N chegamos na afirmagcéao

z = 0.
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D10.6. Definicao (O tipo duma relagdo). Com cada relagdo associamos o seu tipo
(pedimos emprestada aqui a terminologia usada em fungdes) que é apenas a informagao
de qual é o tipo de cada uma das suas entradas. Escrevemos

R: Rel(Ala-~-7An)

para afirmar que R é uma relagdo n-aria entre os conjuntos Ai,..., A,. As relagbes dos
exemplos 10.2 e 10.4 tém os tipos seguintes:

Mother : Rel (P, P) Born : Rel (P, ))
Parents : Rel (P, P, P) Author : Rel (P, B)
Love : Rel (P, P) Read : Rel (P, B)

onde P, Y, B séo os conjuntos de pessoas, anos, livros (respectivamente).

D10.7. Notagao (funcionista). Relagoes de aridade 2 sdo as mais comuns, e usamos
certa notagdo e terminologia especialmente s6 para elas. Nesse caso, podemos ver o con-
ceito de relagdo como uma generalizacao de fungédo, onde nos livramos das duas condi¢Ges
do 9.11. Por isso, quando temos uma relagdo no Rel (4, B) usamos a frase «relagdo de A
para B». Vamos criar uma notacio parecida com aquala das fungdes para dizer que R é
uma relagdo do conjunto A para o conjunto B. Escrevemos, equivalentemente:

R R
R:A—B R:B+ A A——B B+——— A

Tudo isso quis dizer apenas que R é uma relacio binaria entre A e B. Ou seja, tudo isso
¢ sinébnimo com o R : Rel (4, B).

! 10.8. Cuidado. A notacao “—” definida no D10.7 ndo é padrao.

D10.9. Notagao (conjuntista). Vestindo nosso chapéu de conjuntista, abusamos a
notacdo e escrevemos também (z,y) € R para dizer que R(z,y). E para afirmar que
R : Rel (A4, B), escrevemos até R C A x B. E importante entender bem neste momento
que essas sdo apenas notagdes. Uma relagdo R ndo € um conjunto, entdo nada pertence
a ela, e conseqiientemente ela néo é subconjunto de ninguém! Mesmo assim escrevemos
coisas como

Author CP x B Parents C P3
entendendo como:
Author : Rel (P, B) Parents : Rel (P, P,P).

E muito conveniente tratar relagdes como se fossem conjuntos —mas mais uma vez:
relagdes ndo sdo conjuntos.

EXERCICIO x10.1.
Repital (x10.1H1)
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Cada vez que introduzimos um tipo novo, precisamos definir quando dois objetos desse
tipo séo iguais. Vamos fazer isso agora. Novamente, vamos optar para identificar relacées
cujos comportamentos sao indistinguiveis usando apenas as suas interfaces.

D10.10. Defini¢ao (igualdade). Sejam R, S relagoes binarias num conjunto A. Defi-
nimos

R=58 &% (Va,yc Az Ry < z Syl

Principalmente vamos trabalhar com relacdes binérias definidas num conjunto s6, entéao
a definig¢do de igualdade D10.10 que acabamos de ver nos serve bem. No Exercicio x10.2
e no Exercicio x10.3 tu vai estender essa definicdo para os casos mais gerais.

EXERCICIO x10.2 (igualdade).

Como tu estenderia a Defini¢do D10.10 para o caso que as R, S n&o sdo relagbes num
conjunto s67 Ou seja, tendo relagdes binarias R, S, a R de A para B, e a S de C para D,
como tu definirias a igualdade R = S nesse caso?

EXERCICIO x10.3 (igualdade (agnostica)).
Defina a igualdade para o caso mais geral de relacdes, numa maneira “agnoéstica” como
fizemos nas funcoes (Definicao D9.28).

10.11. Intensdao vs. extensao. Com nossa experiéncia com intensdo e extensdo de
conjuntos (§175) e de fungdes (9.14 e 9.15), ndo precisamos esclarecer muita coisa sobre
relagoes, pois a idéia continua a mesma.

EXEMPLO 10.12.
Considere as relagoes no N:

R(n) <% Prime(n) & Even(n)
T(n) &yop =2
As intensdes das relagdes R e T séo diferentes, mas a extensdo é comum:

(Vn € N)[R(n) <= T(n)].

Para capturar a extensdo duma relacdo, definimos o seu grafico, na mesma forma que
definimos no caso de fungoes (Definigao D9.21).

D10.13. Definicao (grafico). Dado relagdo R : Rel(4y,...,4,), o grafico da R é o
conjunto

graph RE {Ge Ay x---x A, | R@)},

também conhecido como truth set da R.

10.14. Observagao. Agora temos uma maneira formal para afirmar que R e T tem
a mesma extensdo: graph R = graphT. E agora a notacdo conjuntista do D10.9 vira
literalmente até correta se substituir as relagdes por seus graficos.

(x10.2HO0)

(x10.3HO0)



434 Capitulo 10: Relagoes

§226. Definindo relagoes

10.15. Com buracos. Comecando com uma expressao que denota um objeto e botando
n buracos em certas subexpressoes dela, criamos uma funcdo de aridade n. Se fizer a
mesma coisa numa expressao que denota uma afirmacdo, entdo criamos uma relacdo de
aridade n.

EXEMPLO 10.16.
Considere a frase «Jodo ama Maria». Criamos assim as relagoes:

LY«  ama _ »

J < «Jodo ama __»

M€« ama Maria.
A primeira é uma relagdo binaria no P e as outras duas unarias. Usando variaveis em
vez de buracos, escrevemos:

L(z,y) <% «x ama y»

def ~
J(z) <= «Jodo ama z»

def .
M(z) <= «x ama Maria».

10.17. Outras maneiras de definir relagdes. Em vez de explicar todas as maneiras
seguintes em detalhe, eu acho que um exemplo é suficiente para cada caso, pois todas essas
maneiras sdo ja bem conhecidas gragas & nossa experiéncia com fungdes no Capitulo 9.

EXEMPLO 10.18 (formulamente).
Considere os conjuntos P de todas as pessoas e B de todos os livros. Sejam as relagdes

P :Rel (Z), R:Rel(Z,7), Q : Rel (P x B), M : Rel(Z,Z,7),

definidas pelas férmulas:

P(n) <5 (Ya,y e Z)[zy=n— (2| =1V ]yl = 1)]

def

R( <= —(3k € Z)[Prime(k) N 2" < k < 3™];
def

)
Q(p,b) < (3" € B)[b # b’ ARead(p,b’) A (Ja € P)[ Author(a,b) A Author(a,b’)]]

def

C(a,b,m) < (Ik € Z)[mk = a —b]

,m

Tente expressar cada uma delas em lingua natural.

EXEMPLO 10.19 (Com texto).
Sejam as relagdes Coauthors (binéria, entre pessoas) e SameCard (unéria, nos conjuntos),
definidas pelas:

def .2 . .
Coauthors(z,y) <= z e y j& escreveram algum livro juntos;
def ~ . . .
SameCard(z) <= todos os membros de z sdo conjuntos com a mesma cardinalidade.

Por exempo: Coauthors(Birkhoff, Mac Lane) e SameCard({{0,1},{N,{42}},{0,{0}}}).
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! 10.20. Cuidado. Como sempre, tomamos cuidado quando definimos coisas com texto:
tem que ser uma afirmacao definitiva, sem ambigiiidades, etc.

EXERCICIO x10.4.
Com a defini¢do de SameCard do Exemplo 10.19, SameCard({N, Z,Q,R})? Responda com
“sim” ou “nao”, com uma curtissima explica¢do (sem demonstragao). (x10.4H1

EXEMPLO 10.21 (Aplicagdo parcial).
Sejam as relagdes EqParity (binaria entre inteiros), B (unaria em pessoas), e Neg (unaria
em inteiros), definidas pelas:

JLEN a=b (mod 2)

EqParity(a, b
By
Neg(x

P Coauthors(Birkhoft, y)

)

)
)(g x < 0.
(

Assim temos por exemplo: EqParity(103,11) mas ndo EqParity(21,42); B(Mac Lane) mas
nao B(Thanos); Neg(—23) mas nao Neg(0).

§227. Diagramas internos

10.22. Relagdo como uma generalizacdo de fungdo. Um jeito de olhar para uma
relagdo é como uma “funcio” sem as restricgdoes de totalidade e de determinabilidade
que encontramos no 9.11. Ent&o: lembra dos conjuntos A, B que encontramos na Sec-
¢ao §2127 Aqui sdo duas relacoes R,Q de A para B, determinadas por seus diagramas
internos:

A situagéo sobre relagdes binarias definidas num conjunto A é mais divertida.
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10.23. Relagao como grafo direcionado. Seja A um conjunto e R uma relagio bina-
ria nele. Podemos representar a R como um grafo direcionado, onde, para todos z,y € A,
desenhamos uma setinha x — y sse z R y.

EXEMPLO 10.24.
Seja A ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Desenhamos os diagramas de trés relacoes binarias no A:

Os gréaficos delas entéo sdo os

graph R = {(1,2),(2,1), (4,4),(5,5), (5,7),(5,8),(8,6)}
graph S = {(1,2),(5,8), (6,5),(7,5),(8,6)}
graph ) = {(17 2),(2,1),(3,4),(4,3),(5,5),(5,8),(6,7),(7,6), (8, 5)} :

Mais uma vez, aviso que é comum identificar uma relacgio R com seu grafico graph R,
escrevendo por exemplo R = {(1,2),(2,1),...}. Ja fez o Exercicio x10.1, né?

EXERCICIO x10.5.
No mesmo conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8}, como parecem os diagramas das relagdes F,T
com graficos graph F = () ¢ graph T = A2? (x10.5H0)

EXERCICIO x10.6.
Para quais relagdoes podemos ter duas setinhas do objeto z para o objeto y? (x10.6H0)

§228. Construgdes e operagdes em relagoes

Todas as relagdes que consideramos nessa seccao serdo binarias.

D10.25. Definigao. Seja R uma relacdo de A para B. Definimos a sua relagdo oposta
(ou relagdo dual) R? de B para A pela:

z R%y LN y Rx.

Também é conhecida como a relagdo inversa da R, e a galera que a chama assim usa
notacio R~!, mas ndo vamos usd-la nesse texto—explicarei o porqué no Cuidado 10.34.
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EXERCICIO x10.7.
A operacio —? é uma involucgio:

para toda relagio binaria R, (Ra)f’: R.

(x10.7HO)

EXEMPLO 10.26.
Nos R, a relagio oposta (<?) da (<) é a (>), e a (<) é a (>).

10.27. Composigao. Dadas relagoes compativeis, podemos formar sua composiciao RoS
numa forma natural. Vamos ver uns exemplos antes de chegar na definicdo formal.

EXEMPLO 10.28.
Sejam os conjuntos P de pessoas, B de livros, e W de palavras. Considere as relagdes:

Author(z,y) <% 2 é um escritor do livro y

Read(z,y) <% z leu o livro y

. def .
Contains(z,y) <= a palavra y aparece no livro

Observe que Author e Read séo relagoes de P para B, e Contains de B para W. O que seria
a relacdo AuthoroRead, o que a Author ¢ Contains, e 0 que a Read o Contains? Antes de
defini-las, vamos primeiramente pensar se faz sentido compor essas relagoes. Realmente
Read é componivel com Contains (gragas ao B “no meio”) e similarmente sobre a Author
com Contains. Por outro lado, ndo podemos compor as Author e Read em nenhuma
ordem! Bem, entdo Author o Contains e Read o Contains sio ambas relacoes de P para W.
Mas quais? Lembre que para definir uma relagéo, precisamos determinar completamente
quando dois arbitrarios z,y séo relacionados pela relacdo. Precisamos entédo completar
as:

z (Author o Contains) y < ...7...
z (Read o Contains) y < ...7...

mas como?

Bem, botamos:

x (Author ¢ Contains) y <= a pessoa z escreveu algum livro que contem a palavra y
x (Read ¢ Contains) y <= a pessoa z leu algum livro que contem a palavra y
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» EXERCICIO x10.8.
A relagdo R de P para W definida pela

R(p,w) <& a pessoa p leu a palavra w num livro

é a mesma relagdo com a Read ¢ Contains? Em outras palavras:

7
R = Read ¢ Contains

(x10.8H1)

Ja observamos que ndo podemos compor as Author e Read em nenhuma ordem, mas
podemos aplicar o operador —? e compor depois:

» EXERCICIO x10.9.
Como definarias as relagdes Author oRead? e Read oAuthor?? Sao iguais? (x109H0)

Segue mais um exemplo, essa vez usando apenas um conjunto—e logo todas as relagdes
sdo gratuitamente compativeis para composigao.

» EXERCICIO x10.10.
Considere as relagoes

Parent(z, y) <L 2 6 amae ou o pai de y
Child(z,y) << z ¢ filho ou filha de y.
Como tu definirias diretamente as relagdes seguintes?:

Parent ¢ Parent Child ¢ Child Parent ¢ Child Child ¢ Parent

(x10.10HO0)

? Q10.29. Questao. Como tu imaginas o interior desse black box?

( N

Ro S

E, como tu definarias a composi¢io de relacdes?
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10.30. Composi¢ao com black boxes. Talvez as imagens seguintes com black boxes
ajudam a pensar numa definicdo formal.

4 N

367

EE O P N

D10.31. Definigdo. Sejam conjuntos A, B,C e as relagbes R de A para B e S de B
para C. Definimos a relagdo Ro S de A para C pela

a(RoS)c <L existe be Btal quea Rb& b S c.

Chamamos a R¢ S a composi¢do da R com a S. Quando nio existe possibilidade de
confuséo escrevemos a composicdo com varias outras notacbes. Todas as expressdes
seguintes podem ser usadas:

RoS RoS R;S R-S RS

! 10.32. Cuidado. Nao existe um consensus para a ordem de escrever os R, S usando o
simbolo o. Tome cuidado entdo enquanto lendo a notagdo R o S, pois o que um autor
escreve como R o S, outro pode escrever como S o R. Quando a composigdo é denotada
por ; a ordem concorda com nossa:

a(R;S)c <% existeye Btalquea Ry & y Se.

Veja também o Cuidado 9.138.
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10.33. Propriedade. Sejam conjuntos A, B,C, D e relagdes binarias R : Rel (A, B), S :
Rel (B,C), e T : Rel (C, D). Entao

(RoS)oT =Ro(SoT),
e logo podemos escrever apenas Ro S oT.
EsSBOGO. Supomos a € A e d € D, e mostramos a equivaléncia
a((RoS)oT)d <= a (Ro(SoT))d.

[ (10.33p)

EXERCICIO x10.11.
Escreva uma demonstracio em linguagem natural da Propriedade 10.33. (x10.11H0)

EXERCICIO x10.12.
Demonstre ou refute:

o
Child ¢ Parent = Parent ¢ Child .

(x10.12H1)

EXERCICIO x10.13.
Considere a ¢ como uma operacido binaria nas relacdes binarias num conjunto A. Ela
tem identidade? Ou seja, existe alguma relagdo binéria I no A, tal que

para toda relacio Rno A, I¢R=R=RoI?

Se sim, defina essa relagdo I e demonstre que realmente é. Se ndo, demonstre que néo
existe. (x10.13H1)

Tendo uma operagao binéria (composigao) e sua identidade (Exercicio x10.13) podemos
j& definir as suas poténcias.

EXERCICIO x10.14 (Poténcias).
Defina formalmente as “poténcias” R" duma dada relagdo binaria R num conjunto A,
informalmente definida por:

n "def”
z (R")y — x(Ro <>R> Y,
n vezes
valida para todo n € N. (x10.14112)

EXERCICIO x10.15.
Demonstre ou refute: para toda relagdo bindria R num conjunto A, RoR? = Eq = R0 R. (xi.151123)

EXERCICIO x10.16.
Descreva a Coauthors do Exemplo 10.19 em termos da Author. (x10.16H0)
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! 10.34. Cuidado (A inversa nao é inversa). Depois dos exercicios x10.15 e x10.16,
deve ser claro porque eu preferi chamar a R? a relacido oposta da R, e usar essa notacio
em vez de R~ e o nome inversa. (Que também usamos pois sdo os mais comuns!) Se
usar a notagdo R~!, cuidado para ndo confundir que Ro R~! = Eq = R~ ¢ R, pois em
geral isso nao é verdade. Ou seja: a relacdo “inversa” R=%, ndo é a o-inversa da R!

EXERCICIO x10.17 (Some stuff).
Sejam R, S relagbes binarias tais que a R¢ S é definida. Descreva a (R o S)8 em termos
das R? e S? e demonstre tua afirmag#o. (x1017H1)

D10.35. Definigao (uniao; intersecgéo). Sejam R, S C A x B relagoes binarias. De-
finimos as relagbes RUS e RN S no Rel (4, B) pelas

2 (RUS)y <5 2Ry ou 2 Sy
z(RNS)y &L Ry & = Sy.

Observe que, identificando as relagdes com seus graficos, as RUS e RN S acabam sendo
a unifo e interseccao deles mesmo:

graph (R U S) = graph R U graph S
graph (RN S) = graph R N graph S.

Claramente generalizamos para familias de relagées %, e assim temos as relacoes

U% : Rel (4, B) z(UR)y <5 @ReR)[z Ry
N% : Rel (4, B) 2 (NR)y <5 (YReR)[z Ry).

EXEMPLO 10.36.
Nos reais, a (<) U (=) é a relagdo (<), e a (<)N(>) é a relagdo (=). Substituindo o «é a
relagdo» com o simbolo ‘=’ que usamos normalmente a gente acabaria escrevendo essas
coisas horrorosas:

<U==< <nN>=-=
Isso fica muito esquisito no olho para parsear; botando parenteses ajuda:

(QUE=)=(=) ()N (2) = (=)

Tente sempre escrever na maneira mais legivel e entendivel.

§229. Propriedades de relagoes

Aqui aumentamos nossa terminologia, identificando certas propriedades interessantes que
uma relagdo binaria R no X pode ter.
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10.37. Reflexdo. Olhamos como cada elemento do X relaciona com ele mesmo. Dois
casos notaveis aparecem: (i) pode ser que para todo z temos = R z; (ii) pode ser que para
nenhum z temos z R x. No primeiro caso, chamamos R reflexiva; no segundo, irreflexiva.
Observe que “irreflexiva’” ndo significa “néo reflexiva”, etc:

R éreflexiva < VzR(z,z) <= -3z-R(z,z)

R ndo é reflexiva < —VzR(z,z) <= ZJz—R(z,x)
R é irreflexiva < Vz-R(z,z) < —-JzR(z, )
R nao é irreflexiva <= —Va-R(z,z) < 3JzR(z,x)

onde os quantificadores quantificam sobre o X.

EXEMPLO 10.38.

As relagoes (=), (<), (>), nos ntmeros e (=), (C), (2) nos conjuntos sdo todas reflexivas.
Também reflexivas sdo as relacbes «__ nasceu no mesmo pais que __», «__ tem o
mesmo primeiro nome com __», etc., definidas entre pessoas. Tipicos exemplos de
irreflexivas sdo as (#£), (<), (>), (©), (2), «__ é mais baixo que _», «__ e nunca

- =

estiveram em distancia de 2 metros entre si», etc.

10.39. Simetria. Agora examinamos a relagdo R com respeito a ordem dos seus argu-
mentos. Novamente, certos casos notaveis aparecem: (i) R pode comportar sempre no
mesmo jeito independente da ordem dos seus argumentos; nesse caso a chamamos simé-
trica. (ii) O R-relacionamento dum objeto z com outro y pode garantir que o y nao esta
R-relacionado com o z; a chamamos assimétrica. (iii) O tnico caso onde a R relaciona
0s mesmos argumentos com as duas possiveis 6rdens, é quando os dois argumentos s&o
iguais; chamamos a R antissimétrica.

EXEMPLO 10.40.

Simétricas: (=), (#), «__ e __ sdo irmaos», « __ e __ sdo cidades do mesmo pais», etc.
Asimétricas: (<), (Q), (>), (2), «_ deve dinheiro para __», «__ estd andando na
mesma direcdo e no lado esquerdo de __», «__ é a mae de __», etc.

Antissimétricas: (<), (C), (=), (2), (=), «a palavra __ aparece, mas ndo depois da

palavra __ no dicionario», etc.

EXERCICIO x10.18.
Verifique que “néo simétrica” ndo significa nem “assimétrica” nem “antissimétrica”, escre-
vendo todas as formulas envolvidas e suas negagdes, como no 10.37.

EXERCICIO x10.19.
Decida a ‘“reflexdo” e a “simetria” das relacées seguintes:

R(A, B) <= os conjuntos A e B sao disjuntos
S(A,B) <= |A\B|>1
T(A,B) <= AAB#J.

Isso quis dizer: para cada uma dessas relagdes, decida se ela é: reflexiva, irreflexiva,
simétrica, assimétrica, antissimétrica.

(x10.18 HO)

(x10.19HO0)
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EXERCICIO x10.20.
Mostre que:

R assimétrica = R irreflexiva.

(x10.20H1)

EXERCICIO x10.21.
Uma das duas dire¢des abaixo é valida:

?
R assimétrica <= R antissimétrica.

Demonstre-a, e mostre que a oposta nao é. (x10.21H12)

EXERCICIO x10.22.
Seja R : Rel (X, X). Logo

R simétrica < R =R? .

10.41. Transicdes. As vezes queremos garantir a existéncia de alguma seta dadas duas
ou mais setas. Suponha que ¢ R y e y R 2. Se isso garanta que z R z chamamos
a R transitiva; e se isso garanta que z R =z, circular. Suponha agora que temos dois
objetos cada um relacionado com um terceiro. Se isso ja é suficiente para garantir que
eles também s&o relacionados, chamamos a relagdo left-euclidean. Similarmente, se a
relagdo de um objeto com dois outros garanta que os outros também relacionam entre
si, chamamos a relagédo right-euclidean.

10.42. Por que “euclidean”?. O primeiro axioma de Euclides no seu “Elementos” é:
coisas tguais com outra coisa, sdo iguais entre si também. Podemos visualizar isso tanto
como «a = c e b = ¢ implica a = b» (left-euclidean pois a conclusdo aconteceu no lado
esquerdo); quanto como «a = b e a = ¢ implica b = ¢» (right-euclidean pois a concluséo
aconteceu no lado direito).

10.43. Totalidades. Tem duas no¢des onde uma relagdo pode “dominar” um conjunto,
no sentido de “opiniar” sobre quaisquer z,y nele. A primeira s6 usa a relacdo em questio
R mesmo: dizemos que R é total sse quaisquer z,y sdo relacionados em pelo menos uma
ordem: x Ry ouy R x. A segunda usa a ajuda da igualdade: dizemos que R é tricotémica
sse para quaisquer z,y exatamente uma das trés possibilidades é valida: = R y; vy R x;
r=y.

10.44. Glossario. Resumimos aqui as propriedades que encontramos. Seja X conjunto
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e R uma relagéo binaria nele. Definimos as seguintes propriedades:

T Rx reflexiva

T Rx irreflexiva
tRy = yRx simétrica
tRy = yRx assimétrica
ctRy & yRx = xz=y antissimétrica
Ry & yRz = xRz transitiva
xRy & yRz =— zRzx circular
tRy & xRz — yR=z right-euclidean
Rz & yRz = xRy left-euclidean
Ry ou yRx total
exatamente uma das: x Ry; y Rxz; x =y tricotomica

Para o caso mais geral onde R é uma relacdo binaria de X para Y, temos:

Vze X)FyeY)zRy] left-total

(VyeY)(Fz e X)[z Ry] right-total ou surjectiva
yRx & 2Rx = y=1=2 left-unique ou injectiva
Ry & xRz — y==z right-unique ou funcional

» EXERCICIO x10.23.
Para cada uma das relages R, S,Q, F,T do 10.24 e do Exercicio x10.5 decida se ela tém
ou ndo, cada uma das propriedades do glossario no 10.44. (x10.23H1)

10.45. Proposigao. Seja X # 0 e ~ uma relagdo no X. Se ~ é simétrica e transitiva,
entdo ela é reflexiva.

» DEMONSTRACAO ERRADA. Como ela é simétrica, de x ~ y concluimos que y ~ x também.
E agora usando a transitividade, de z ~ y e y ~ z, concluimos a = ~ x, que mostra que
~ é reflexiva também. 4

» EXERCICIO x10.24.
Ache o erro na demonstragao acima e demonstre que a proposicéo é falsal (x1024H0)

10.46. Observacgao (Convengdes para diagramas internos). Quando queremos
desenhar o diagrama duma relagdo que sabemos que tem uma certa propriedade, po-
demos preguicar e ndo desenhar todas as suas setas.

REFLEXIVA: néao precisamos botar nenhuma das setinhas-redemoinhos, pois gracas
a reflexividade sdo todas implicitas.

SIMETRICA: ndo precisamos botar cabegas nas setas, pois para cada seta ja é garan-
tida a sua seta-oposta, entdo botamos apenas uma linha entre dois objetos e ja entende-
mos que existem as setas das duas direcées entre si.

TRANSITIVA: nao precisamos desenhar setas entre objetos se ja existe um caminho
entre eles usando outras setas ja desenhadas.

RELACAO DE EQUIVALENCIA: n#o precisamos desenhar nem linhas entre os objetos
que relacionam; apenas desenhar regides por volta de todos os relacionados, algo que vai
virar 6bvio na Sec¢ao §235.



§230. Fechos 445

RELAGCAO DE ORDEM: desenhamos diagramas de Hasse, que vamos encontrar depois
(pouco na Nota 11.209 e muito no Capitulo 14).

§230. Fechos

Antes de definir formalmente o conceito importante de fechos, comegamos com uns exem-
plos ilustrativos para os trés fechos mais comuns: reflexivo, simétrico, transitivo. A idéia
é sempre a mesma, e vamos descrevé-la como um algoritmo.

10.47. A idéia. Comecamos com uma relacdo R, e fixamos uma propriedade desejada
(por exemplo, a transitividade). Vamos construir uma nova relagdo R, que chamamos o
fecho da R pela propriedade escolhida. Pense na R como o seu diagrama interno, com
suas setinhas. Primeiramente nés nos perguntamos: «a relagao ji tem essa propriedade?»
Caso que sim, néo precisamos fazer nada, a relagdo que temos ¢ o fecho R que queriamos
construir. Caso que nfo, quis dizer que tem setinhas que deveriam estar no diagrama,
mas nao estdo. (Essas setinhas s@o as testemunhas que refutam a nossa propriedade.)
Vamos adiciona-las na nossa relagdo. E agora voltamos a perguntar a mesma pergunta,
e continuar no mesmo jeito, até finalmente chegar numa relagao R que realmente satisfaz
a propriedade escolhida. Essa relagdo R é o fecho da R a respeito dessa propriedade.

e EXEMPLO 10.48 (Fecho reflexivo).
Seja R a relagdo no A com o diagrama seguinte:

Qual é o fecho reflexivo dela? Bem, primeiramente nos nos perguntamos: sera que a
relacdo ja é reflexiva? FEla nao é. Identificamos entdo as setinhas-testemunhas desse
fato: sdo as (1,1), (3,3), (7,7), e (8,38).
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As adicionamos na relagao e chegamos em:

...e perguntamos a mesma pergunta: sera que ela é reflexiva? Agora é sim! Essa relagao
entdo é o fecho reflexivo da R.

e EXEMPLO 10.49 (Fecho simétrico).
Vamos calcular agora o fecho simétrico da mesma relagdo R do Exemplo 10.48:

Seré que ela ja é simétrica? Ela n&o é por causa das trés setinhas seguintes, onde para
cada uma mostro em azul a setinha-razdo que obriga a setinha-faltante (em vermelho)
ser adicionada:
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Entao adicionamos todas essas setinhas necessarias:

Agora perguntamos novamente: a relacdo é simétrica? Ela é sim, entdo paramos aqui.
A relacao criada é o fecho simétrico da R.

e EXEMPLO 10.50 (Fecho transitivo).
Para ser original, seja R a mesma relagdo dos exemplos 10.48-10.49:

Essa vez vamos calcular o fecho transitivo dela, entdo comegamos com a pergunta: sera
que a relacdo ja é transitiva? Nao é! Entado precisamos achar todas as setinhas que
deveriam estar nela e nao estao e adiciona-las:
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Adicionando todas essas setas necessarias, chegamos na relacéo:

E perguntamos: ela é transitiva? Ainda ndo! Pois, as novas setinhas que adicionamos
criaram novos caminhos que obrigam mais uma setinha estar na relagao (dois caminhos
diferentes explicam a adigao dessa mesma setinha nesse caso):

Ela é transitiva agora? Sim, finalmente! Entéo esse é o fecho transitivo da R.

D10.51. “Defini¢ao”. Seja R uma relacdo binaria num conjunto A, e fixe uma pro-
priedade razodvel daquelas que aparecem no glossario 10.44. Definimos o fecho da R
pela propriedade para ser a relagdo que criamos se adicionar numa maneira justa todas
as setinhas necessdrias no diagrama da R até ela virar uma relagdo com a propriedade
desejada.
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10.52. Observagao (Podemos botar mas nao retirar). Note entdo que o fecho R
duma relagdo R tem todas as setinhas que R tem, e possivelmente mais ainda. Ou seja,
temos

graph R C graph R

para qualquer fecho escolhido.

Na “Definicao” D10.51 enfatizei as palavras «razoavel», «justa» e «necessariasy. Vamos
ver o que cada uma delas quis dizer mesmo.

10.53. Setinhas necessarias. «Adicionar apenas as setinhas necessdrias» quis dizer
que a falta de cada uma dessas setinhas é uma razdo que nossa relacdo nao satisfaz a
propriedade escolhida. Caso contrario ndo vamos adiciona-la, mesmo se sua adi¢c@o ndao
afeta nada.

10.54. Maneira justa. «Adicionar setinhas numa maneira justa» quis dizer que em
nenhum ponto vamos ter que escolher entre duas ou mais setinhas-testemunhas tais que
a adicao de apenas uma seria suficiente para satisfazer a propriedade. Imagine que
nesse caso, nossa escolha néo seria justa para a setinha nao-escolhida (ou para a setinha
escolhida, dependendo o ponto de vista). Formar o fecho duma relacdo deve ser uma
operagéo, e sendo isso deve ser deterministica. Imagina entdo que temos uma propriedade
estranha, dizendo que:

trRx & yRy = xRy ou y Rux.

(Nem adianta tentar achar um nome razoavel para essa propriedade.) Agora, a relagao
R no N com graph R = {(0,0), (1,1)} claramente nao satisfaz essa propriedade. Tentando
formar o fecho através dessa propriedade, ja na primeira etapa, temos duas “setinhas-
testemunhas” que podemos escolher para adicionar: a (0,1) e a (1,0). Gragas a restricgéo
de “necessarias”, ndo podemos adicionar ambas, pois assim que adicionar uma, a propri-
edade ja é satisfeita. Por outro lado, ndo podemos escolher uma das duas numa maneira
justa: as duas servem igualmente bem. Para esse tipo de propriedade entdo ndo podemos
definir um fecho. Espero que isso explica também o que eu quis dizer com a palavra
«razoavely. O Exercicio x10.25 esclarecerd isso ainda mais.

EXERCICIO x10.25.
Por que néo falamos de fecho total, irreflexivo, e assimétrico? (x10.25111)

EXERCICIO x10.26.
Seja R relagdo num conjunto A. Podemos concluir alguma das afirmagdes seguintes?:

(i) t(r(R)) =r(t(R))
(if) t(s(R)) = s(t(R))
(iii) r(s(R)) = s(r(R))

Aqui r, s,t sdo os fechos reflexivo, simétrico, transitivo respectivamente. (x10.26H12)

?
=r
?
=5
o

Q10.55. Questao. Como tu definarias formalmente o fecho reflexivo e o fecho simétrico
duma relagdo R?
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D10.56. Defini¢ao (Fecho reflexivo). Seja R rela¢do num conjunto A. Definimos a
relacdo Ry pela
z Rry LN xRy oux=y

Chamamos a Ry o fecho reflexivo da R. Também usamos a notagio R~.

» EXERCICIO x10.27.
Alguém definiu o fecho simétrico assim:

«Seja R relagdo binaria num conjunto A. Seu fecho simétrico é a
relacdo Rgs definida pela

e
tRsy < xRy & yRzx .»
Ache o erro na defini¢io e mostre que a defini¢éo realmente é errada. (x1027H12)

D10.57. Defini¢ao (Fecho simétrico). Seja R relagdo num conjunto A. Definimos a
relagdo Rg pela

xz Rsy N xRy ou y Rz

Chamamos a Rs o fecho simétrico da R. Também usamos a notacdo R .

» EXERCICIO x10.28.
Alguém definiu o fecho transitivo assim. Seja R relagdo bindria num conjunto A. Seu
fecho transitivo € a relagdo Rt definida pela

r Rty L existe we Atal que z Rw & w Ry.

Mas isso nao é o fecho transitivo da R. O que é mesmo? (x10.28H0)

? Q10.58. Questao. Como tu definarias formalmente o fecho transitivo duma relagdo R?
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D10.59. Defini¢ao (Fecho transitivo). Seja R relagio num conjunto A. Definimos
as relacdes Ry e R4 pelas

xRy y &L 2 R"y para algum n € Nu. (fecho transitivo da R)
xRyt y &L 2 R"y para algum n €N (fecho reflexivo-transitivo da R)

Chamamos a Rt o fecho transitivo da R, e a Ryt o fecho reflexivo-transitivo da R.
Também usamos as notagdes R* para o Ry e R* para o Ryy.

EXERCICIO x10.29.
Definimos no N a relagéo binaria ~ pela:

def .
a ~ b <= para algum primo p, ap = b.

Qual é o seu fecho reflexivo-transitivo? (x10.29110)
Deixamos as defini¢des de outros fechos para os problemas.

EXERCICIO x10.30.
Considere a relagdo — no N, definida pela:

T =Yy LN r+1=y.

Descreva as relagdes seguintes:

%+ seu fecho transitivo;

5 ¢ seu fecho reflexivo-transitivo;
* . . . L .
& o oseu fecho reflexivo-transitivo-simétrico.

(x10.30H0)

EXERCICIO x10.31.
Considere a relagdo — definida pela mesma equagio como no Exercicio x10.30, mas essa
vez no conjunto R. Descreva os mesmos fechos. (x10.31H0)

10.60. Observacao (E se nunca chegar?). Esse processo descrito no Nota 10.47
pode ser que nunca termina, ou seja esse «até finalmente chegar» que escrevi 14 pode
ser que nunca chega mesmo numa relagdo com a propriedade desejada. Por exemplo,
considere a — do Exercicio x10.30. Se pensar que comegamos com ela no dia 1 e que
cada dia que passa adicionamos todas as cetinhas atualmente sendo testemunhas de falta
de transitividade, em qual dia vamos chegar numa relacao transitiva? Nunca! E isso
seria verdade para um imortal também! Mas a idéia descrita no 10.47 funciona mesmo
assim; é s6 esquecer essa frase de «finalmente chegar» e entender que pode ser que nunca
chegamos numa relacdo completa, mas mesmo assim, o processo determina uma relagéo
sim: para saber se uma setinha (z,y) estd no fecho ou nao, é s6 perguntar se ela vai
“entrar” um belo dia ou néo.
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§231. Bottom-up vs. top-down

Vamos fingir para essa discussdo que relagdes sio mesmo os conjuntos das suas setinhas
(ou seja, seus graficos) pois vai facilitar a fala informal e uma notacdo conjuntista que
vou usar. Espero que tu ja fez o Exercicio x10.1, e logo tu entenderds bem a discussao
seguinte tanto no nivel informal quanto nos detalhes “verdadeiros” por tras. Vamo 14!

Adicionar desenhos
10.61. Top-down. Imagine que para algum motivo gostamos muito duma propriedade
de relagoes da forma

«se algo, entdo tem que ter essas certas setinhasy.

(Pense em transitividade como exemplo “padrao” aqui.) Vamos chamar as rela¢oes que
tem nossa propriedade de legais. Comegamos com um conjunto A uma relagdo nele R
bugada, possivelmente ilegal. (Isso quis dizer que nao tem a propriedade escolhida.)
Procuramos a relagdo R para chamar de fecho “legal” da R; esse fecho deve satisfazer:

(L1) RO R;
(L2) R é legal;

e deve ser “a melhor” entre todas as relagdes L que satisfazem ambas essas condigoes.
Mas o que significa melhor, e 0 que nos faz acreditar que existe a melhor? Aqui melhor
quis dizer que a R deve ser fiel na R, no sentido de ndo conter setas desnecessarias, setas
nao fornecidas/necessidadas por causa da relagao original R. Como vamos descobrir, tal
R existe mesmo, e vamos defini-la numa maneira extremamente elegante e legal!

A primeira coisa importante para perceber é que jd sabemos que pelo menos uma
relagdo satisfaz ambas as condigoes (L1)-(L2) acima: a relagao cheia, trivial True do A.
Vamos chamé-la de G—pense “Grande”. Com certeza G O R, pois como poderia nao
ser? G é a relagdo cheia, ela tem todas as setinhas, entdo com certeza as setinhas da R
também. Pelo mesmo motivo e pela natureza da proépria propriedade temos certeza que
G também goza da (L2): ela é legal.

Bem, temos uma candidata; mas estamos procurando a melhor, pois essa pode ter
lixo. Procuramos uma maneira de jogar fora todo o lixo da G.

Uma idéia ruim para conseguir isso seria seguinte: pega uma setinha a do G\ R e veja
se removendo essa «, tu quebras a “legaldade”. Qual o problema com essa abordagem?
Bem: vai que tu pegou uma setinha e que observou que ela nao pode ser jogada fora, pois
duas outras setinhas estdo a obrigando ficar mesmo. Mas, por que confiar nessas outras
setinhas? Talvez elas mesmas também fazem parte do lixo, e deveriam ser jogadas foras
também. Mas entdo, como escolher onde comecar a investigacdo? Hah! Nem vamos
escolher nenhum canto para comecar, pois nem vamos comecar investigar nada disso!
Vamos usar uma maneira bem simples e jogar todo o lixo fora num instante sé!

Vamos definir a colec¢do de todos os candidatos:

def

Lr={L:Rel(A,A) | LOR & L élegal}.
Primeiramente observe que sabemos que essa colec¢io niao é vazia, pois se fosse a gente
teria um problema grande—tu vai entender logo qual. Realmente, a G é uma das candi-

datas, entdo G € Ly e logo L # 0. Agora observe que cada candidato L € £y satisfaz

GDLDR
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Ambas sdo imediates pela defini¢io do Lz. Tem entdo dois casos extremos (onde L é
uma das G, R) mas no caso geral L fica estritamente entre as relagdes G e R. Estamos
finalmente prontos para a definicdo linda que prometi, que vai acabar com todo o lixo:

RE(\%x.

Afirmo que:
(1) RO R;
(2) R é legal;
(3) R é a melhor: nédo tem lixo nenhum.

Antes de demonstrar esses pontos, primeiramente quero te preocupar com uma outra
perguta:

Q10.62. Questao. Alguém poderia reclamar que certas das setinhas que foram joga-
das fora nesse processo, por exemplo essa aqui abaixo, foram injustamente tiradas, e
talvez eram essenciais, ou seja, necessirias mesmo para a legaldade da relagdo. O que
responderias? Como podemos convencer essa pessoa que a setinha néo foi realmente
necessaria?

10.63. Resposta. Observe que essa setinha pertence a uma das candidatas do £y,
mas tem outras candidatas que ndo tém essa setinha nelas e mesmo assim conseguem ser
legais! Ou seja, com certeza essa setinha néo pode ser necessaria mesmo para a legaldade
da relagdo que estamos procurando!

10.64. O que falta?. Basta demonstrar as (1)—(3) agora. A primeira deve ser dbvia
para o leitor que ja passou pelo Capitulo 8 (até se ele pulou—foi sem querer né?—
o Exercicio x8.43, que é exatamente isso). As outras duas, tu demonstraras agora:

EXERCICIO x10.32.
Demonstre a (2) do Nota 10.61

EXERCICIO x10.33.
Demonstre a (3) do Nota 10.61

10.65. Bottom-up.
Descrever como imortal construtor por dia

10.66. Sempre concordam?. Tem situacdes onde a definicio bottom-up e definigdo
top-down discordam! Isso pode acontecer, por exemplo, quando o “imortal” construindo

(x10.32H0)

(x10.33H0)
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na maneira bottom-up necessitaria uma infinidade mais longa que a largura dos natu-
rais—e se essa frase ndo fez nenhum sentido agora, tranqiilo, ndo era pra fazer: volte a
relé-la depois de ter estudado aritmética ordinal no Secgao §330.

§232. Relagoes de ordem

D10.67. Definigao (Ordem). Seja R uma relagdo binaria num conjunto A. Chama-
mos a R ordem parcial sse ela é reflexiva, transitiva, e antissimétrica. Se ela também é
total, a chamamos de ordem total.

! 10.68. Cuidado. Quando usamos apenas o termo ordem, entendemos como ordem par-
cial. Observe que esta convengao é a oposta que seguimos nas fungdes, onde um pleno
funcgdo quis dizer funcdo total.

EXEMPLO 10.69.
Dado qualquer conjunto X, seus subconjuntos sdo parcialmente ordenados tanto por (C)
quanto por (2).

EXEMPLO 10.70.
As (<) e (>) comuns sdo ordens totais nos N, Z,Q, R.

EXERCICIO x10.34.
A relagéo (]) nos inteiros é uma relagdo de ordem?

EXEMPLO 10.71.
A relagdo (]) no N é uma ordem parcial. (Demonstraste isso no Exercicio x3.101.)

D10.72. Definigao (Ordem estrita). Seja R uma relacio binaria num conjunto A.
Chamamos a R ordem estrita sse ela é irreflexiva, transitiva, e assimétrica. Se ela
também é tricotémica, chamamos-la ordem estrita total.

10.73. Observagao (Adjectivo implicito). Quando queremos enfatizar que uma re-
lagdo é uma ordem e ndo uma ordem estrita, usamos o termo fraca. Similarmente com
as fungoes (totais vs. parciais), Dependendo do contexto o adjectivo implicito pode mu-
dar. Quando focamos em ordens estritas, “ordem” vira sinénimo de “ordem estrita” e
precisamos o adjectivo “fraca” para referir a uma ordem (fraca).

EXERCICIO x10.35 (De fraca para estrita; ida e volta).
(1) Seja (<) ordem num conjunto A. Defina a relagdo (<) no A pela:

r <y PN r<y & x#uy.

Demonstre que (<) é uma ordem estrita.
(2) Seja (<) ordem estrita num conjunto A, e defina a rela¢do (<) no A pela:

def
r<y < <y ouzx=y.

(x10.34H1)
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Demonstre que (<) é uma ordem. (x1035H0)

D10.74. Defini¢ao (Preordem). Uma relagdo binaria R num conjunto A é chamada
preordem (ou quasiordem) sse ela é reflexiva e transitiva.

e EXEMPLO 10.75.
Como demonstramos no Exercicio x3.101, a relagao (|) nos inteiros é uma preordem.

No Problema I1110.20 tu vai justificar o nome “preordem”, mostrando que cada preordem
R fornece uma ordem R’.

Paramos por enquanto o estudo de relagdes de ordem; voltaremos ao estudo profundo
delas no Capitulo 14.

§233. Relacgoes de equivaléncia

10.76. Equivaléncia. Considere um conjunto A4, onde queremos “identificar” certos ele-

mentos deles, talvez porque ligamos apenas sobre uma propriedade, e queremos ignorar

os detalhes irrelevantes que nos obrigariam distinguir uns deles. Por exemplo, se A é

um conjunto de pessoas, podemos focar apenas na “nacionalidade”. Esquecendo todos os

outros detalhes entdo, vamos considerar todos os compatriotas como se fossem “iguais’

o termo certo é equivalentes. Outra propriedade poderia ter sido o ano que cada pessoa

nasceu, ou o primeiro nome, ou até quem é a méae de cada pessoa. Queremos identificar

as propriedades que uma relagdo desse tipo tem que ter:

(i) Reflexividade: n&o importa qual foi o critério que escolhemos para “equivaler” os
objetos, cada objeto com certeza vai “concordar” com ele mesmo nesse critério.

(ii) Transitividade: se a e b concordam no assunto escolhido, e b e ¢ também, com certeza
a e ¢ devem concordar também.

(iii) Simetria: pela natureza da nossa intuigéo é claro que para decidir se dois elementos
serdo equivalentes ou nfio, nao precisamos considera-los numa ordem especifica.

Chegamos assim na defini¢cao seguinte:

D10.77. Definicao. Seja A conjunto e ~ uma relagdo binaria no A. Chamamos ~ uma
relagdo de equivaléncia sse ela é reflexiva, simétrica, e transitiva. Definimos também o

EqRel (A) £ { R € Rel (4, A) | R é uma relacdo de equivaléncia } .
e EXEMPLO 10.78.
A (=) é uma relagao de equivaléncia.

e EXEMPLO 10.79.
A relacdo ~» que relaciona exatamente os inteiros com a mesma paridade

def ~ ~ 2
x ~oy <= ambos os z,y sdo pares ou ambos os x,y sdo impares.
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Essa relagédo de equivaléncia é um caso especial da proxima.

EXERCICIO x10.36.
Seja m € N. Demonstre que a relagio binaria nos inteiros definida pela

a=mb <L a=b (modm)

é uma relacdo de equivaléncia.

EXEMPLO 10.80.
Em qualquer conjunto P de pessoas, a relacao

def .
T~y <= I ey nasceram no mesmo pais

é uma relacdo de equivaléncia.

EXEMPLO 10.81.
No conjunto P de pessoas, a relagdo

z~y <L 7 ey tém a mesma quantidade de filhos

é uma relacao de equivaléncia.

EXEMPLO 10.82.
No conjunto B de jogadores profissionais de basquete, a relacao

def .
T~y <= z ey jogam no mesmo clube

é uma relacao de equivaléncia.

NAOEXEMPLO 10.83.
Num conjunto P de pessoas, a relagao

def . . .
x ~y <= existe comida que z e y ambos comeram hoje

ndo é sempre uma relagdo de equivaléncia.

EXERCICIO x10.37.
Por que néao?

EXEMPLO 10.84.
No R? considere as relacgoes:

/

) = z=2a
W) = y=y
) = Izl = 2yl

(z,y) ~1 (z
(z,y) ~2 (z

(x, y> ~N (x

/

!

Facilmente todas séo relagdes de equivaléncia.

Relagoes

(x10.36 HO)

(x10.37H1)
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e EXEMPLO 10.85.
No R3 considere as relacoes:

<.I‘,y,2’> ~3 <$/,y/,2”> < z = Zl

(x,y,z> ~1,2 <x/aylaz/> — T = x/ & Yy = y/
(z,y,2) ~N (&9, 7)) = @,y 2)] = (2", )]
Facilmente todas sdo relagoes de equivaléncia.

» EXERCICIO x10.38.
Mudamos o “€” para “ou” na segunda relacdo do Exemplo 10.85:

(@,y,2) ~ (2y,2) <= z=2" ou y=y

A ~ é uma relacio de equivaléncia? (x10.38H1)

» EXERCICIO x10.39.
Seja A um conjunto qualquer. Quais relagdes de equivaléncia podes ja definir nele, sem
saber absolutamente nada sobre seus elementos? (x10.30H0)

» EXERCICIO x10.40.
Seja A conjunto com |A| = 3. Quantas relagdes de equivaléncia podemos definir no A7 (si0.0m1)

» EXERCICIO x10.41.
Seja R uma relagdo binaria num conjunto A. O.s.s.e.:
(i) R é uma relacdo de equivaléncia;
(ii) R é reflexiva e circular;
(iii) R é reflexiva e left-euclideana,;
(iv) R é reflexiva e right-euclideana. (x10.41H0)

» EXERCICIO x10.42.
Seja real € € (0,1), e defina a relacdo =.:

2

def
TRy —= (r—y) <e.

A =, é uma relacdo de equivaléncia? (x1042112345)

D10.86. Definicdo. Seja A um conjunto e ~ uma relagido de equivaléncia no A. Para
cada a € A, definimos a classe de equivaléncia do a como o conjunto de todos os membros
de A que ~-relacionam com o a. Formalmente definimos

{z€ed| z~a}.

[a] . &

As vezes aparece também a notacdo [a/~]. Quando a relacio de equivaléncia é implicita
pelo contexto denotamos a [a] . apenas por [a].

» EXERCICIO x10.43.
Sejam A conjunto, a € A, e ~ relagio de equivaléncia no A. Considere as fung¢oes seguintes
definidas com buracos:

] : ... 7. [a_: ...7... [—]_: ...7...

Escreva tipos validos para essas funcoes. (x10.43H0)
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EXERCICIO x10.44.
Sejam ~ uma relagdo de equivaléncia num conjunto X, e a,b € X. Mostre que as
afirmacoes seguintes sdo equivalentes:

(i) a~b;
(ii) [a] = [b];
(iii) [a] N [b] 75 0. (x10.44H0)

10.87. Particao. Voltamos de novo para nosso conjunto A do 10.76, mas esta vez sem
uma predeterminada propriedade para focar. Esta vez vamos dividir os elementos do
A em classes, tais que cada membro do A pertencera a exatamente uma delas, e cada
uma delas terd pelo menos um membro do A. E nem vamos justificar essa separacao,
explicando o como ou o porqué. Esse tipo de coleccdo de classes ja4 encontramos na
Seccao §194: é o que chamamos de particao; aqui uma reformulacio da Definicao D8.154:

D10.88. Definicdo. Seja A conjunto e ¢ C pA uma familia de subconjuntos de A. « é
uma particao de A, sse:

(P1) Ud = 4

(P2) os membros de o séo disjuntos dois-a-dois;

(P3) 0¢ .

Chamamos de classes os membros da .

EXERCICIO x10.45.
Verifique que as definigdes ‘/partition_set,tag’ e D10.88 sdo, de fato, equivalentes. (xi0.1s51m0)

EXERCICIO x10.46.
Podemos trocar o (P1) da Definigao D10.88 por

(P1) (Jdg 247

(x10.46H1)

EXERCICIO x10.47.
Podemos trocar o (P2) da Definigao D10.88 por

(P2) (=07

(x10.47H12)

Check blending

Intervalo de problemas

PROBLEMA I110.1.
Seja R uma preordem num conjunto A. Demonstre que R é idempotente, ou seja, R =
Ro R. (I110.1H0)
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PROBLEMA I110.2.
Seja S uma relagdo binaria num conjunto A tal que

(So Sa) é irreflexiva.

Qual é o grafico da S? Demonstre tua resposta. (I10.2H1)
PROBLEMA I110.3.

Sejam R, S relagdes binérias e transitivas no A. Podemos concluir que R¢ S também é
transitiva? Se sim, demonstre; se ndo, mostre um contraexemplo. (I110311)

PROBLEMA I110.4.
Seja R : Rel (X, X). Demonstre que para todo n € N,

(R")’= (R?)".

(I110.4H1)

PROBLEMA II10.5 (O paradoxo de Condorcet).
Seja P # () um conjunto de pessoas e C' # ) um conjunto de candidatos. Seja > a relagdo
binaria no C definida pela

z>y <5 a maioria da populacio do P prefere 2 do que y.

Podemos concluir que > é transitiva? Responde “sim” e demonstre; ou “ndo” e mostre
um contraexemplo. (M05H1)

PROBLEMA I110.6.
. f - .. . ~
Sejam A —— B e ~» uma relagdo transitiva no A. Definimos a relagdo R no B pela

bRY <L existem a,a’ € A tais que f(a) =b, f(a') =V, e a~d.

Podemos concluir que R também é transitiva? Se sim, demonstre; se ndo, mostre um
Contraexemplo. (I110.6H12)

PROBLEMA IT10.7.
O que muda no Problema I110.6 se adicionar a hipdtese que f é injetora? Demonstre
tua afirmacao. (I10.7H0)

PROBLEMA I110.8.
Seja a relagdo — no N definida pela

a—b & ar1=0.

Dé uma definicdo simples da relagdo —™ para quem néo sabe nem de iteragdes nem de
composicoes de relagdes (e sequer quer aprender essas nogoes). Demonstre tua afirmagéo,
que a relagio —" é igual a relacdo que tu definiu. (TM08H1)
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PROBLEMA I110.9.
Sejam conjunto A com |A| > 2, e n inteiro par positivo. No A" defina:

a~b <L [{ien | ai=b} >n/2,
onde a =: (ag,...,an_1) € b=:(bo,...,bp_1). A ~ é uma relagdo de equivaléncia? (TT10.9T0)

PROBLEMA I110.10.
Considere as relagdes seguintes no (Z — Z):

def

f~g &= Buel )(Vxel)[f(z)=g(x+u)]
frg <5 (JueLso)(Vo € Z)| f(z) = g(z + u)]
flg & Quez YVaeZ)f(z)=g(x)+u]
fRug €5 (3ue Zso) (Vo € Z)] fz) = g(z) + ul.

Para cada uma dessas relagdes, decida se é: (ir)reflexiva; transitiva; (a(nti)s)simétrica. (moioin)

PROBLEMA IT110.11.
Defina as relagoes seguintes no (N — N) assim:
F2g <% £(0)=9(0)
fLg <L f(2n) = g(2n) para todo n € N
f(2
f(n

def

f% k+1)=g(2k+1) para todo k € N
FEg &L ) = g(n) para uma infinidade de n € N.
(i) Para cada uma da £, =, 2 = decida se ¢ uma relagio de equivaléncia ou n#o.
(ii) Demonstre ou refute a afirmagéo seguinte: a relacio (= o Z) € a relagdo trivial
True.

(I110.11H1)

PROBLEMA I110.12.
No conjunto (R — R) definimos:

frg <4 o conjunto {z € R | f(z)=g(z)} ¢é infinito;
fr~g <4 o conjunto {z € R | f(x)# g(x)} é finito.

Demonstre que:
(i) uma delas é relagao de equivaléncia;
(ii) a outra nao é. (110.12H123)

PROBLEMA I110.13.
Defina no (R — R) as relagdes seguintes:

F<g <5 GneN)ve2n)f() < gla)]
F<g < (fneN)E>n)f() < g()]
f2g <5 @neN)(a 2n)[f(z) <g()]
f<g <5 (neN)(Ee > n) f(z) < g(x)]
Para cada uma das relacoes acima, decida se ela tem ou néo cada uma das proprledades

de uma ordem total, e de uma ordem estrita. M10.13H0)
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PROBLEMA I110.14 (implementando fung¢des como relagées e vice versa).

Ja encontramos a idéia de implementacdo de algum conceito matematico no Capitulo 9

(§208, 119.18, 119.19). Como tu definiria fungdes como relagoes, e como relagdoes como
funcoes? Dé apenas um esboco da tua idéia, sem entrar em muitos detalhes. (TT10.14H0)

§234. Particoes

§235. Conjunto quociente

Os dois conceitos de ‘“relagdo de equivaléncia” e “parti¢ao”, parecem diferentes mas real-
mente sdo apenas duas formas diferentes de expressar a mesma idéia. Cada relagdo de
equivaléncia determina uma particao; e vice-versa: cada particdo determina uma relacéo
de equivaléncia. Bora demonstrar isso!

EXERCICIO x10.48 (Cuidado!).
Tentando investigar isso, comegando com uma relacao de equivaléncia R, um aluno tentou
definir a partigido correspondente o g assim:

def

Cedr <—CCA
& C#£0)
& (Ve,d e C)[c RA].

Qual o erro na definicdo do aluno? O que faltou escreverer para virar uma defini¢do
correta? (x10.48H123)

EXERCICIO x10.49 (De equivaléncia para partigio).

Seja ~ relagdo de equivaléncia num conjunto A. Escreva formalmente como definir uma
particdo #. do A em que suas classes sdo feitas por todos os ~-relacionados. Demonstre

que realmente é uma particao. (x10.49H1)

EXERCICIO x10.50.
Explique onde precisou cada uma das propriedades da Definigao D10.77 (reflexividade,
transitividade, simetria) na tua resolu¢do do Exercicio x10.49. (x10.50H0)

A particio definida no Exercicio x10.49 é muito importante e merece seu proprio nome
e sua propria notagdo. Definimos agora.

D10.89. Definicdo. Seja A um conjunto e ~ uma relagdo de equivaléncia no A. De-
finimos o conjunto quociente de A por ~ para ser a coleccdo de todas as classes de
equivaléncia através da ~. Formalmente:

AjmE ], | ac A},
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EXERCICIO x10.51.
Sejam A conjunto e ~ relacao de equivaléncia no A. Considere a fungao seguinte definida
com buraco:

Af—: 7

Escreva um tipo valido para essa fungéo. (x10.51H0)

10.90. Enxergando o conjunto quociente. Tendo um conjunto A e uma relacao
de equivaléncia (~), no conjunto quociente A/~ a relacdo de equivaléncia (~) se vira
igualdade (=) mesmo. Numa maneira, A/~ é o mundo que chegamos se nossa (~) virar
para ser a nossa (=). O mundo onde ndo conseguimos enxergar diferengas entre objetos
(~)-relacionados. Para dar um exemplo, considere o conjunto dos inteiros Z, e a relagao
de equivaléncia (~) definida pela

z~y S op=y (mod 2),

ou seja, (~) relaciona os inteiros com a mesma paridade (Exemplo 10.79). Vamos olhar
para nosso conjunto:
{...,=3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}

Quantos elementos ele tem? Uma infinidade, correto? Sim, pois todos os
o —3,-2,-1,0,1,2,3, ...

sao distintos dois-a-dois. Vamos lembrar uma propriedade fundamental de conjuntos:
quantos elementos tem o
{7,7,7,5,0,8,817

Temos escrito 7 termos para ser exatamente os membros desse conjunto, mas quantos
elementos ele tem mesmo? 4, pois num conjunto néo existe a no¢ao de quantas vezes um
membro pertence a ele; s6 a nogéo de pertencer. E isso é uma conseqiiéncia imediata da
definicdo de igualdade de conjuntos. Lembre se:

A=B & (Va)[zr € A < =z € B]

e logo
{7.7,7,5,0,8,8} = {0,8,7,5}

pois realmente para todo =z,
x€{7,7,7,50,8,8} «— x¢€{0,8,7,5}

e, sendo iguais ndo pode ser que eles tém cardinalidades diferentes! Voltando para o
conjunto de inteiros
{...,=3,-2,-1,0,1,2,3,...}

agora imagina que perguntamos sobre sua cardinalidade uma pessoa ~-cega. O que quis
dizer ~-cega? Ela nao consegue enxergar como distintos objetos relacionados pela ~. O
que ela vai responder em nossa pergunta? «2». Pois, para essa pessoa 0s

L —4,-2,0,2,4, ...
sao todos indistingiiiveis, e a mesma coisa sobre os

..,—5,-3,-1,1,3,5,...
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O conjunto quociente Z/~ entéo, é o conjunto que ela enxerga. S6 tem um probleminha
agora: quais sdo esses dois membros do conjunto que ela enxerga? A resposta correta
aqui pode aparecer chocante mas é a seguinte:

Nao importa!
Uma escolha natural seria escolher como membros do Z/~ os dois conjuntos:
{..,—4,-2,0,2,4,..} e {...,—5,-3,—-1,1,3,5,...}
chegando assim no
Z)~={{...,—4,-2,0,2,4,.. .} . {...,—5,-3,-1,1,3,5,...}} .

De fato, pela Defini¢do D10.89 do conjunto quociente, Z/~ realmente € esse conjunto.
E isso faz sentido, pois uma definicio de A/R precisa determinar completamente um
objeto. Mas uma outra escolha poderia ser, por exemplo, o conjunto

{0,1}
ou qualquer conjunto feito escolhendo outros “rotulos” para cada classe de equivaléncia:
{0,1}, {even,odd}, {E,O0}, {0,{0}},

Basta s6 ter exatamente dois membros. Toda esta conversa chega no teorema e na
definicao seguintes:

©10.91. Teorema. Seja A conjunto e ~ uma relagdo bindria nele. A ~ é uma relagao
de equivaléncia se e somente se existe conjunto Q) e surjecg¢io

(QS1) T A—>»Q
tal que (~) = (~,) (Defini¢ao D10.99), ou seja, tal que
(QS2) x~y = 7(z) =7(y).

EsBOGO. (=). O conjunto Q é o A/~ e a surjecgao 7 é a “projecgao canonica” [—]_.
(«<). Demonstrado no Exercicio x10.61. [

D10.92. Definigdo. No contexto do Teorema ©10.91, quando temos 7 € @ que satis-
fazem as (QS1) e (QS2), dizemos que @ é um quociente de A por ~, e que m é uma
surjeccao determinante da ~.

10.93. Observagao. A demonstragio do Teorema ©10.91 fornece o quociente A/~ e a
surjeccio determinante Ax.[z]_ (ou, com buracos, [-]_) que mapeia cada membro de A
a sua classe de equivaléncia. Vamos dizer que esse serda o “conjunto quociente oficial”,
e a “surjeccio determinante oficial”. Mas dependendo do uso, pode ser que para uns
casos é melhor utilizar outro quociente e outra surjeccdo determinante. E até pior—ou,
na verdade, melhor—pessoas diferentes podem escolher quocientes diferentes como mais
tlumin