FMC2, 2018.1 Prova 3.1
(Turma N12 do Thanos) (points: 158; bonus: 0°; time: 90°)

Nome:

02/07/2018

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. Vz(Colar(z) — —Passar(z, FMC2)).2
VI. Use caneta para tuas respostas.
VII. Responda dentro das caixas indicadas.
VIII. Escreva teu nome em cada folha de rascunho extra antes de usd-la.
IX. Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.
X. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do tempo!
3

XI. Os pontos bonus sao considerados apenas para quem consiga passar sem.

XII. Responda em até 3 dos A,B,C,D.E F.*

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bénus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas com respostas em mais que trés problemas nao serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



Axiomas ZF

Extensionality.

Vavb(a =b < Vo(x € a <> x € D))

Emptyset.
deVr(z ¢ e)

Pairset.

(ZF1)

(ZF2)

VaVb3sVe (x € s <> (x=aVax=0)) (ZF3)

Separation (schema).
Para cada formula ¢(z) o seguinte:

VwIsVz (z € s > (x € w A p(x)))

(ZF4)

Powerset.

Va3dsVz (z € s > x C a) (ZF5)

Unionset.

Va3dsVz (z € s «» dd(x € dNd € a)) (ZF6)

Infinity.

(D eiAVe(x €ei— xU{x} €1)) (ZFT)

A = O conjunto de partes de A A=, B

G A {X C A| X éfinito}
A*:eUnzoAn
n={icN|i<n}

(A= B)={f|f:A— B}
laE{z e Plz<a}
ta={x € Pla<u}

Definicoes:

[N
[}
2

<= Os A, B sao equintmeros
A<.B < 3C(CCB AN A=.C)
f:A— B <% f 6 funcio injetora de A para B
f:A— B <% f ¢ funcio sobrejetora de A para B
f:A»» B <= f ¢é funcao bijetora de A para B
D downset <= (Vd€ D) (Vz € P)[2 <d = z € D]
Uupset <= VucU)(VeeP)[lu<z = x€ U]

Defini¢ao. Um sistema Peano é um conjunto estruturado N = (N ; 0,S) que satisfaz as leis:

(P1) Zero é um namero natural: 0eN

(P2) O sucessor é uma opera¢ao unaria nos naturais: S:N—>N
(P3) Naturais diferentes tem sucessores diferentes: S: N—N
(P4) Zero nao é o sucessor de nenhum natural: 0 ¢ S[N]
(P5) Os naturais satisfazem o principio da indugao:

Principio da inducgao: para todo X C N,
0eXAVn(neX —-Sne X)) - X=N.

Boas provas!



52) A

CENA 1.
Sequnda-feira, madrugada.
Dois amigos, Aristos e Blammenos,
estao estudando para a prova de FMC2.
Eles estao tentando resolver o problema seguinte:
«O conjunto P de todos os programas de tipo Nat — Nat € contdvel?s

ARISTOS: “O conjunto P é contéavel, e aqui minha prova: o conjunto S de todos os strings
feitos por um alfabeto finito é contavel, e todos os programas possiveis correspondem em
apenas um subconjunto proprio de S (pois todo programa é um string, mas tem strings que
nao sao programas). Logo, o P é contéavel.”

BLAMMENOS: “Entao tu ta afirmando que existe enumeracao do P? Eu vou chegar num
absurdo com essa hipotese. Suponha pg, p1, po, ... uma enumeracao de P. Eu defino o pro-
grama p, com o algoritmo bem simples:

pe(n) = pp(n) + 1.
Agora temos p, ¢ P, pois para todo n € N, p, # p,,.”
A: “Por qué?”

B: “Seja n € N. Eu vou lhe mostrar que p, # p,. Calculamos

ps(n) = pa(n) +1 (pela def. p,)
# pu(n)
que mostra que p, # p,. Ou seja, p, nao ¢ nenhum dos pg, p1,... que a gente supos que esses

sao todos os membros do P. Cheguei assim num absurdo, logo P é incontav—"

A: “Perai, tu ta roubando! Como teu programa usou essa enumeracao pg,pi,... . Se tu
tivesse um algoritmo (programa) que gera essa seqiiéncia, tu teria razao.”

B: “Hmmm... Mas é facil programar esse algoritmo! Concordas que podemos gerar
facilmente todos os strings no S7”

A: “Sim, esse programa que gera os strings, a gente ja encontrou na aula.”

B: “Bem, entdao meu algoritmo é o seguinte: gere todos os strings sg, $1, S2,... € S, mas
7 9 ? ? 9
para cada string que nao é um programa, pula para o proximo. Esse programa gera sim a
seqiiéncia pg, p1, p2, - .. de todos os programas!”

A: “Pqp, faz sentido! Nao consigo achar um erro na tua prova, mas nem na minha!”

B: “Eu também nao consigo achar um erro na tua prova!”




Um conjunto nao pode ser contavel e incontavel, entao pelo menos um dos dois alunos ta
errado. Explique o(s) erro(s). Seguindo as suas idéias o que podemos concluir mesmo?

RESPOSTA.




42) B

Estudamos o parddoxo de Russell, e a resolucao do problema por Zermelo: o principio de
comprehensao geral nao é valido; usando o separation axiom evitamos cair no paradoxo. Mas
o aluno Blammenos pensou:

BLAMMENOS: “Ok, eu vou trabalhar na teoria de Zermelo entdao. Seja A um
conjunto. Defino o

r(A)=E{zeA | z¢z}

que realmente é um conjunto, gragas ao Separation (que usei-o com a férmula
o(z) := x ¢ ). Mas agora faco a mesma pergunta que Russell fez: r(A) € r(A)?
Assim consigo cair no mesmo paradoxo:

r(A) e r(A) <= r(A) ¢ r(A).

Entao Zermelo nao resolveu o problema nao!”

(24) B1. Explique o erro do aluno.
RESPOSTA.

(18) B2. O aluno poderia, na verdade, em vez de concluir erronaemente que achou uma con-
tradigao, enunciar e provar um teorema. Qual seria o enunciado desse teorema?
TEOREMA.




36) C

Prove formalmente exatamente um dos teoremas seguintes de Cantor:

(24) TEOREMA 1. O conjunto A = (N — {0,1}) ¢ incontavel.
(36) TEOREMA 2. Para todo conjunto A, A <. pA.

ProvA DO TEOREMA




64 D

Escolhe exatamente uma das classes seguintes e prove pelos axiomas ZF1-ZF6 que é con-
junto também. (Podes escrever tua construgao em texto mesmo, ou em forma de arvore.)

(16) (i) Dados conjuntos a,b,c,d, a classe A = {a, b, c,d}

(20)  (ii) Dados conjuntos a,b,c,d, a classe B = {a,b,{c},{d}}

(24) (iii) Dado conjunto a, a classe 8a = {{w} | w € a}

(64) (iv) Dado conjunto a, a classe gra = {w | w é um subconjunto finito de a }

947147 ou soure)sa :(Al) eU opepin;) :edI(]
PROVA.




42) E

Sejam azy,...,a, conjuntos, onde n € N. Prove pelos axiomas ZF1-ZF6 que existe conjunto
cujos membros sao exatamente os aq, ..., a,.
joednpuy :edrcy

PROVA.




(28)

(18)

(28)

F

Escolha exatamente um dos F1, F2 para resolver.

F1. Sejam (P ; <) um poset, A C P, e m € P. Chamamos o m um minimo de A sse
meA & (NVae A)[m<al.

Teorema (unicidade de min). Se um A C P tem minimo, entao é tnico.

F2. Sejam (P ; <);e (P ; <)y posetse ¢ : P, = P,. Chamamos a ¢ um ordem-isomorfismo
sse: (i) ¢ ¢é bijetora; (ii) para todo =,y € Py,

r <y — gO(Z/U) <9 @(y)-

Teorema (critérion de ordem-isomorfismo). Sejam (P, ; <); e (P, ; <)s posets e
¢ : P — P, sobrejetora tal que para todo x,y € P,

r <y — gD(Z/U) <5 @(y)-

Entao ¢ é um ordem-isomorfismo.
PROVA DE

S6 isso mesmo.



RASCUNHO



RASCUNHO



RASCUNHO



