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Nao vires esta pagina antes do comego da prova.

Nenhuma consulta de qualquer forma.

Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
‘v’x(Colar(x) — —Passar(z, FMC2)).2

Use caneta para tuas respostas.

Responda dentro das caixas indicadas.

Escreva teu nome em cada_folha de rascunho extra, antes de usa-la.
Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.
Nenhuma prova serd aceita.depois do fim do tempo.

3

Os pontos bonus serao considerados apenas para quem conseguir passar sem.

Escolha até 3 dos A,B,C,D,E para resolver.*

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bonus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas com respostas em mais que 3 partes ndo serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



Lembre-se:

Defini¢ao 1 (grupo; grupo abeliano; mondide). Um conjunto estruturado § = (G ; e, *)
€ um grupo sse:

(Va,b e G)[axbe G] (GO)
(Va,b,c € G)[ax (bxc) = (a*b)x*c] (G1)
VMaeG)lexa=a=axe] (G2)
VMaeG)(FyelG)|yxa=e=axy] (G3)

Se G satisfaz as (G0)—(G3) em cima e a
(Va,be G)[axb="bx*a] (G4)

chamamos o § grupo abeliano. Denotamos o inverso de a € G garantido pela (G3) com a™! ou
(—a), dependendo se usamos notagao multiplicativa ou aditiva para o grupo. Se o G satisfaz
as (G0)—(G2) ele é um mondide.

Definigao 2 (anel). Um conjunto estruturado R = (R ; 0,1, 4+, -) é um anel (com identidade)
sse:

(Vz,y e R) [z +y € R] (AO)
(Vz,y,z€e R)[z+ (y+2) = (v +y) + 2] (A1)
VreR)[0+2x=2=2+0] (A2)
VreR)(FyeR)[y+r=0=2+y] (A3)
(Vz,y e R)[x +y=y+ ] (A4)
(Vz,ye R) [z -y € R| (MO0)
(Vo,y,z € R) [z (y-2) = (z-y) - 2] (M1)
VeeR)[l-z=x=2x-1] (M2)
(Vz,y,z€ R)[z-(y+2)=2-y+a-z] (DL)
(Vo,y,2€ R)[(y+2) 2=y x4z 7] (DR)

Denotamos o inverso de x € R garantido pela (A3) com (—x). Se a - ¢ comutativa, chamamos
o R anel comutativo.

Definicao 3. Sejam G grupo g € G, e A, B C GG. Definimos
gAE {ga | a € A} AB={ab|ac A, be B} ...ete.

Defini¢ao 4 (homomorfismo de grupo). Um homomorfismo ¢ do grupo (A ; ea,-4) para
o grupo (B ; ep,-g) € uma fungao ¢ : A — B tal que:

(i) para todo z,y € A, p(z-ay) = p(z) B p(Y);
(ii) ¢(ea) = ep;
(iii) para todo z € A, p(z™1) = (p(z)) "

Defini¢ao 5 (subgrupo normal). Um subgrupo N < G é subgrupo normal de G sse

def

N <G <= paratodoge Gen€ N, gng ' € N
<= para todo g € G, gN = Ng
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A

Dado um grupo finito G e H < GG, definimos o normalizer de H no G como o conjunto:

N(H)d:ef{gEG|paratodoh€H, ghg™! EH}

Al. Mostre que N(H) < G.
PROVA.

Como G é finito, N(H) também é, entao basta verificar que ele é fechado pela operagao
para ser um subgrupo. Sejam m,n € N(H). Queremos mn € N(H), ou seja, basta provar
que:

para todo h € H, (mn)h(mn)~' € H.

Seja h € H. Calculamos

1

(mn)h(mn)~" = (mn)hn " m~ (inv. de prod.)

= m(nhn Hm™ (ass.)
=mh'm™' para algum b’ € H (ne N(H); he H)
€eH (me N(H); W € H).

Logo N(H) < G.

A2. Mostre que H < N(H).
PROVA.

“H C N(H)” Seja x € H. Para provar que x € N(H ), basta verificar que
para todo h € H, zhx™' e H.

Seja h € H. Observe que realmente xhz~' € H, como produto de membros de H.

“H < N(H)” Os H e N(H) sao grupos com a mesma operagao, e H C N(H).

“H < N(H)”: Vamos provar que H é fechado pelos conjugados no N(H). Tome entdo
he€Hene N(H). Logo nhn™' € N(H), que ¢ o que queremos provar!




32) B

Definition. Sejam G grupo e H C G. Chamamos o H subgrupo de GG sse H é um grupo com
a mesma operacao de G. Escrevemos H < G.
(12) B1l. Criterion. Sejam G grupo e () # H C G tal que:
(i) H é fechado pela operagao de G;
(ii) H é fechado pelos inversos de G.

Entao H < G.
PROVA.

Como G é um grupo sua operacao ¢ associativa, entao a (G0) é garantida para o H. As (i)
e (ii) sao as (G1) e (G3) respectivamente, entao basta verificar que o e € H. Seja h € H.
Logo h™' € H |pela (ii)]. Logo hh~! € H [pela (i)]. Mas hh™' = ¢, logo e € H.

(20) B2. Criterion. Sejam G grupo e H um finito e nao vazio subconjunto de G, tal que H é
fechado pela operacao de G. Entao H < G.
PROVA.

Gragas ao B1, basta mostrar que todos os membros de H tém seu inverso dentro do H.
Tome a € H. Considere todas as poténcias positivas de a:

a,a”,a’, ...

Sabemos que é uma quantidade finita pois todas pertencem no H que ¢ finito. Ou seja,
a' = a’ para alguns distintos i, € N. Sem perda de generalidade, suponha i < j. Logo
e = a’~". Separamos em dois casos:

l—=a,elogoat=el=e=acH.

CASO 7 — 1 = 1: Nesse caso entao temos e = a
J
CASO j —i > 1: Nesse caso, temos e = aa’ "', ou seja, achamos o inverso do a: é o
j ) ) J )
a’~"1 e ele pertence no H, pois é poténcia positiva de a (e H é fechado pela operagao).

Em ambos os casos mostramos que a~* € H. Logo H < G.




32) C
Definition I (dominio de cancelamento). Um anel comutativo D tal que
para todo a,z,y € D, ar=ay & a#0 = x =y (CL)

¢ chamado dominio de cancelamento.
Definition IT (dominio de integridade). Um anel comutativo D tal que

para todo z,y € D, sexy=0entaoz=0o0uy =20 (NZD)

¢ chamado dominio de integridade.
Fato. As definigoes I e II sao equivalentes.
Definition III (corpo). Um anel comutativo F' tal que

para todo a € F'\ {0}, existe y € F, tal que ay = 1 = ya. (M3)
¢ chamado corpo.

Critérion. Se D é um dominio de integridade finito entao D é um corpo.

PROVA.

Suponha que D é um dominio de integridade finito. Preciso mostrar que cada d % 0 no D
tem inverso. Seja d € D, d # 0. Procuro d’ € D tal que dd’ = 1. Sejam

d/l;d27 s 7dn
todos os elementos distintos de D \ {0}. Considere os
ddy, ddy, . ... dd,.

Observe que:
dd; =dd; Y d,=d; = i=j.

Ou seja,
D\ {0} = {ddy,dds,...,dd,}.

Ou seja, como 1 € D\ {0},
1 =dd, paraalgumu € {1,...,n}

que € 0 que (queremos provar.
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Definition (homomorfismo de monéide). Sejam M = (M; -y, 13), N = (N;-n,1n)
mondides e p : M — N. A ¢ é um homomorfismo de monéides sse:

(i) para todo x,y € M, p(z -y y) = o(z) ‘N ¢(y);

D1. Critérion. Sejam M = (M;-pr,10),N = (N;-n,1x) mondides e ¢ : M — N surje¢ao
tal que
e(z-my) =) ~ey) paratodox,y € M.

A ¢ é um homomorfismo de mondides.

PROVA.

Como ¢ é sobrejetora, temos que existe u € M tal que p(u) = 1. Agora temos:

pluly) = p(u)e(ly) (pela hip.)
= 1yp(ly) (pela escolha do u)
= (,Q(lN) (pela def. do 1]»])
e também
o(uly) = o(u) (pela def. do 1y)
=1y (pela escolha do u)

Ou seja, p(1y) = 1p que é 0 que queremos provar.

D2. Proposicao. Sejam R, 8 aneis e f : R — § um homomorfismo de aneis. Prove que para
todo k € ker f e todo r € R, kr € ker f.

PROVA.

Sejam k € ker f, r € R. Precisamos mostrar que f(kr) = 0g. Calculamos:

f(kr) = f(k)f(r) (f homo (+))
= 0sf(r) (k € ker f)
= 0Og (0x = 0 em todo anel)

Ou seja, kr € ker f.




18) E
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El. Sejam A,B grupos e ¢ : A — B homomorfismo. Prove que:

¢ monomorfismo <= kery = {ea}.

PROVA.

“=". Suponha que x € ker . Queremos mostrar que z = e4. Logo ¢(x) = eg. Mas
p(ea) = ep, ou seja p(r) = p(es), e como ¢ € injetora, temos = = e4.

“&<" Sejam x,y € A tais que p(x) = p(y). Queremos provar que r = y.
Temos ¢(x) = gp(yl) ) )
Logo ¢(z)(0(y)) " = v)(e(y) - [(e(y)) ]
Logo ¢(2)e(y™") = ¢(y)¢(y ™). [ homo (resp. inv.)]
) =¢(yy™"). [¢ homo (resp. op.)]
zy') = @(ea). [def. y~']
1) = ep. [p homo (resp. id.)]
Logo zy~! € ker . |def. ker ]
Logo zy~' = ea. |ker p = {ea}]
Logo = = y. [y

E2. Seja G grupo e defina a funcao ¢ : G — G pela ¢(x) = z*. Prove que:

¢ homomorfismo <= G abeliano.

PROVA.

“=" Sejam z,y € G. Calculamos
p(zy) = (zy)* (pela def. de p(zy))  @(ay) = @(2)p(y) (p homo)
= zyry (pela def. de (zy)?) zy? (def. @)
TTYY

Ou seja,
TYry = TTYY

e cancelando os x pela esquerda e os y pela direita, chegamos no desejado yxr = xy e G é
abeliano.

“<" Sejam x,y € GG. Calculamos
o(zy) = (vy)* = (zy)(zy) = x(yx)y = x(zy)y = (x2)(yy) = 2%y* = @(x)e(y).

Ou seja, ¢ é um homomorfismo.

S6 isso mesmo.



