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Nao vires esta pagina antes do comego da prova.

Nenhuma consulta de qualquer forma.

Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebookyete!).!
Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquerimotivo.

vz (Colar(z) — —Passar(z, FM(C2)).2

Use caneta para tuas respostas.

Responda dentro das caixas indicadas.

Escreva teu nome em cada folha de rasganho extra, antes de usa-la.
Entregue todas as folhas de'rascunho extra, juntas com tua prova.
Nenhuma prova sera aceita depois/do fim do tempo.

Os pontos bonus serao considerados apenas para quem conseguir passar sem.>

Escolha até”3 dos A, B, C,D para resolver.*

Para quem ja passou FMC2:
Seja p o numero.dos teus pontos desta prova.
Entao (p — 100) v 0 pontos serao distribuidos nas tuas trés notas existentes.

Para quem nao passou FMC2:
A nota desta prova vai substituir tua pior das provas existentes.

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bonus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas com respostas em mais que o permitido nio serao corrigidas (tirarao 0 pontos).



Axiomas ZF

Extensionality. Unionset.

Vav¥b(a=b < Vr(zr €a<>x €b)) (ZF1)| VaasVaz(rx € s<+> Id(x €edNd€a)) (ZF6)

Emptyset. Infinity.
deVa(x ¢ e) (ZF2)
Ji(deinVe(x €i—axU{z}€i)) (ZF7)
Pairset.
Replacement (schema).
Vavb3sVr (z € s <> (x =aVx =1b)) (ZF3)| Para cada class-function ®(x) o seguinte:
Para todo conjunto a, a classe
Separation (schema).
Para cada formula o(x) o seguinte: {®(z) | z € a} (ZF8)

VwdsVe (z € s <> (x € wAp(x))) (ZF4) | € um conjunto.

Powerset. Foundation.
VadsVz (z € s <> = C a) (ZF5) (Va # 0)(3d € a)[dNa =0 (ZF9)
Lembre-se:

Defini¢ao 1. Um conjunto estruturado § = (G ; e, %) é um grupo sse:
(Va,b € G)[axb e G| (GO)
(Va,b,c € G)[ax (bxc) = (ax*xb)xc] (G1)
VaeG)[exa=a=axe] (G2)
VaeG)(Fd € G)[d xa=e=axd] (G3)

Denotamos o inverso de a € G garantido pela (G3) com a™*

notacao multiplicativa ou aditiva para o grupo.

ou (—a), dependendo se usamos

Definigao 2. Um subgrupo N < G é subgrupo normal de G sse

def —1
< paratodoge Gené& N, gn eN
N<G P g gng

def

<= para todo g € G, gN = Nyg

Defini¢ao 3. Um poset nao vazio £ = (L ; <) é um reticulado sse para todo x,y € L existem
osxVyexAy, onde
zVy = sup {z,y} z Ay = inf {z,y}

Definicao 4. Um poset nao vazio £L = (L ; <) é um reticulado completo sse \/ S e \S
existem para todo S C L.



52) A

Seja (P ; <) um poset. Denotamos com P? o poset (P ; >).

(12) Al. Defina um ¢ : O(P) = (‘)(Pa).
DEFINIGAO.

PX) 2 P\ X

(16) A2. Definaum ¢: O(PL W Pp) = O(P) x O(P).
DEFINIGAO.

V(D)= (DN P, DN P)

(24) A3. O que podes concluir sobre os ordinais a e (8 se. . .:

i) wta=w (i) w-a=w (v) a+f8=w
(i) a+w=w (iv) o w=w (vi) a-f=w
CONCLUSOES.
(i) a=( v) a finito & B =w
v, ou a=w& =0

(ii) « é finito

)
)
)
)

(iil) «

) 1<a<w&f=w
(iv) « finito & a # 0 (vi) ou a=w& =1




52) B

(24) B1. Prove que nao existe uma cadeia infinita €-descendente
Top2T1D2T22D DTy DTpy1 D °

PROVA.

Suponha (para chegar num absurdo) que temos uma seqiiéncia (n — x,). Considere seu
range, o conjunto
X = {l’o,[[‘hl’g, .. }

Vamos provar que nenhum elemento de X ¢é disjunto com X, contradizendo assim o Foun-
dation, e chegando num absurdo. Seja z € X. (Queremos x N X # ().) Seja n € N tal que
r =umx, Logoxr=uwx,> x,.1. Mas z,.; € X. Ou seja, x N X # ) pois tem pelo menos
um elemento: o (= x,).

(28) B2. Mostre que podemos tirar o Pairset (ZF3) da ZF “sem perder nada”. Ou seja, dado
objetos a, b, mostre que existe o conjunto {a, b} que consiste em exatamente esses objetos.
PROVA.

Sejam a, b objetos. Considere a class-function

a, sex=1_
(@) = {b, sex # (.

Agora precisamos apenas construir um conjunto S tal que: ) € S, e |S| > 2. Pelo
Emptyset, temos o (). Pelo Powerset aplicado no ) ganhamos o {(}, e aplicando mais uma
vez o Powerset chegamos no {), {(}}. Usando o Replacement com a ®(z) nesse conjunto,
construimos o desejado {a,b}.

Em forma de arvore:
— Empty
——— Power
{0}

—————— Power
{?’a{fﬁ} Repl; ®




52) C
Um A C N ¢ cofinito sse N\ A ¢ finito.

(12) C1. Mostre que a familia £ .= {A C N | A é cofinito} é um reticulado de conjuntos.
PROVA.

Sejam A, B € 4. Pela definigao entdo N\ A e N\ B sao finitos. Vou mostrar que AU B
e AN B sao cofinitos, e logo pertencem no %, também. Calculamos

N\ (AUB) = (N\A)Nn(N\ B)

N\ (AN B) = (N\ 4)U(N\ B),

logo os dois conjuntos no lado esquerdo sao finitos como interseccao e uniao de finitos
respectivamente.

(16) C2. Mostre que a familia % = {A C N | A é finito ou cofinito} também é.
PROVA.

Sejam A, B € Ly. Sepramos em casos:

CASO AMBOS FINITOS: Facilmente AU B e AN B sao finitos também, como intersec¢ao
e uniao de conjuntos finitos. Logo ambos pertencem no .%.

CASO AMBOS COFINITOS: Provamos isso no C1.

CASO CONTRARIO: Temos um dos A, B finito e o outro cofinito. Sem perda de generali-
dade, suponha que A finito, B cofinito. O AN B ¢é trivialmente finito como intersecgao de
finito com qualquer conjunto. Logo AN B € %. O AU B ¢ cofinito, pois

N\ (AU B) = (N\ A) N (N\ B)

que é finito para o mesmo motivo (intersecgdo com o N\ B que é finito). Logo AUB € %.




(24) C3. Seja A, =N\ {0,2,...,2n — 2} o N sem os primeiros n nimeros pares. Mostre que:
se B C A, para todo n € N, entdo B nao € cofinito.

Deduza que nem .2, nem .% sao completos.
PROVA.

Suponha que para todon € N, B C A,,. Logo
B C ﬂZo Ai
e complementando os dois lado,
N\B2N\(", A
= U (N\ 4)

==, (0.2, .2n—2})
— 2N.

Como 2N ¢ infinito, o B nao é cofinito.
Isso mostra que nenhum dos %, % sao completos. Pois considere o conjunto
S = {Ao,Al,AQ, R }

Observe que 8§ C .4, .% pois todos os seus elementos sao claramente cofinitos. Mesmo
assim, o (8 nao é cofinito e logo nao pertence em nenhum dos .7}, Ls.

Por que o N8 nao é cofinito? Calcule esse conjunto para terminar essa prova.




52) D

(12) D1. Se H < @ de indice 2, entao H 4 G.
PROVA.

Suponha H < (G. Precisamos mostrar que aH = Ha para todo a € G. Como o indice de
H é 2, s6 tem 2 cosets, logo, fora do proprio H, seu complemento G \ H tem que ser um
coset. Agora para qualquer aH com a ¢ H, temos

aH =G\ H = Ha.

(16) D2. Se H<Ge N dG,entao HNN < H.
PrOVA.

Temos H NN < N < (G como interseccao de subgrupos. Basta mostrar que H NN < H,
ou seja, que H N N ¢é fechado pelos conjugados. Tome x € HN N e h € H. Temos:

hxh™' € H (H<Q)
hxh™' € N (N <G)

Logo hxth™' € HN N.




(24) D3. Seja H < G. Definaa~b <= ab~' € H.

(12)

(12)

Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia.
PRrROVAS.

REFLEXIVIDADE:
Seja a € G. Temos aa™! = e € H, pois H < G, e logo a ~ a.

SIMETRIA:
Sejam a,b € G com a ~ b, equivalentemente ab~* € H. Logo, como H < G,

H> (ab‘l)_l = (b_1>_1a_1 = ba L.
Ou seja, b ~ a.

TRANSITIVIDADE:
Seja, a,b,c € G com a ~ b e b ~ c. Equivalentemente ab=t,bc™! € H. Como H < G,
também H > ab~'bc™! = aec™t = ac™!. Logo a ~ c.

Sejam a, b € G. Prove que:

(i) ae Hbe H = a~b (i) a¢ HHb¢ H =~ a~1D
(i) a€e Hb¢ H = abd (iv) a¢g Hb¢ H =~ ab
PROVAS.

(i) Suponha a,b € H. Comobe He H<G, bt € H. Logo ab~! € H pela (G0).

(ii) Suponha a,b € G com a € H e b ¢ H (logo também temos b~' ¢ H pois H sendo
grupo ¢ fechado pelos inversos). Para chegar num absurdo, suponha que ab™! € H. Agora,
como a € H, entao a~! € H, e logo a™! (ab™') € H. Agora temos:

H>a'! (ab_l) = (a_la) bl=eb'=b"¢H,
que ¢ absurdo. Concluimos que ab™! ¢ H, logo a # b.
(ili) & (iv) Tome no (Z ; +) o subgrupo 3Z.

Para o (iii) escolhe os 1,2 € Z: 1+ (—2) = —1 ¢ 3Z.
Para o (iv) escolhe 0s 1,4 € Z: 1+ (—4) = -3 € 3Z.

S6 isso mesmo.



